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Interpolační polynom f 
Body  𝑥0, 𝑦0 , 𝑥1, 𝑦1 , ⋯ , 𝑥𝑚, 𝑦𝑚  prokládáme fci  f 

takovou, aby 𝑦𝑖 = 𝑓 𝑥𝑖 . Je-li  f  polynomická fce 

 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑛𝑥𝑛 +𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + ⋯+ 𝑎0 , je 

 𝑎𝑛𝑥𝑖𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑖𝑛−1 +⋯+𝑎0 = 𝑦𝑖,  𝑖 = 0,⋯ ,𝑚, tj. 

 𝑚 + 1 rovnic pro 𝑛 + 1 neznámých 

 𝑚 = 𝑛 ⇒ právě 1 řešení 



Lagrangeův interpolační polynom 

𝑥0 , 𝑦0 , 𝑥1 , 𝑦1 ,⋯ , 𝑥𝑛 , 𝑦𝑛  

 𝑦𝑗 = 1 a  𝑦𝑖 = 0 pro 𝑖 = 0,⋯ ,𝑛, 𝑖 ≠ 𝑗: 
 𝑙𝑛 𝑥𝑗 = 𝑥 − 𝑥0 ∙ ⋯ ∙ 𝑥 − 𝑥𝑗−1 𝑥 − 𝑥𝑗+1 ∙ ⋯ ∙ 𝑥 − 𝑥𝑛𝑥𝑗 − 𝑥0 ∙ ⋯ ∙ 𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1 𝑥𝑗 − 𝑥𝑗+1 ∙ ⋯ ∙ 𝑥𝑗 − 𝑥𝑛  

 𝐿𝑛 𝑥 = 𝑦0 𝑙𝑛 𝑥0 + 𝑦1 𝑙𝑛 𝑥1 + ⋯+ 𝑦𝑛 𝑙𝑛 𝑥𝑛  



Newtonův interpolační polynom 

𝑥0, 𝑦0 , 𝑥1, 𝑦1 , ⋯ , 𝑥𝑛, 𝑦𝑛  

 

 𝑁𝑛 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1 𝑥 − 𝑥0 + ⋯+𝑎𝑛 𝑥 − 𝑥0 𝑥 − 𝑥1 ∙ ⋯ ∙                ⋯ ∙ 𝑥 − 𝑥𝑛−1  

• 𝑦0 = 𝑎0 

• 𝑦1 = 𝑎0 + 𝑎1 𝑥1 − 𝑥0  

• 𝑦2 = 𝑎0 + 𝑎1 𝑥2 − 𝑥0 + 𝑎2 𝑥2 − 𝑥0 𝑥2 − 𝑥1                                    

. . . . . . . . .  . 

• 𝑦𝑛 = 𝑎0 + 𝑎1 𝑥𝑛 − 𝑥0 + ⋯+ 𝑎𝑛 𝑥𝑛 − 𝑥0 𝑥𝑛 − 𝑥1 ∙ ⋯ ∙           𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1  



Nevýhody a výhody obou polynomů 

Lagrangeův  polynom 

 výhody: 

• explicitní vyjádření  
• jednoduché výpočty 

nevýhody: 

• množství operací pro 
výpočet hodnoty 

• přidání  dalšího bodu, změní  
vyjádření všech sčítanců  

• oscilace polynomů  
 

 

Newtonův  polynom 

 výhody: 

• trojúhelníkový tvar soustavy 

• funkční  hodnota  
Hornerovým schématem 

• přidání  dalšího bodu, změní  
poslední  sčítanec  

nevýhody: 

• řešení soustavy rovnic 

• oscilace polynomů  
 



Hornerovo schéma 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑥 − 𝑥0  𝑎1 + 𝑥 − 𝑥1  𝑎2 + 𝑥 − 𝑥2  𝑎3 + 
               ⋯+ 𝑥 − 𝑥𝑛−3  𝑎𝑛−2 + 𝑥 − 𝑥𝑛−2 𝑎𝑛−1 + 𝑥 − 𝑥𝑛−1 𝑎𝑛 ⋯) 
 𝑎𝑛            𝑎𝑛−1                       𝑎𝑛−2         … . .       𝑎2               𝑎1                   𝑎0 
              𝑎𝑛 ∝ −𝑥𝑛−1    𝑏𝑛−1 ∝ −𝑥𝑛−2  …. 𝑏3 ∝ −𝑥2  𝑏2 ∝ −𝑥1    𝑏1 ∝ −𝑥0  
  
          𝑎𝑛            𝑏𝑛−1                      𝑏𝑛−2           … . .        𝑏2                 𝑏1                   𝑏0 
 𝑏𝑛−1 = ∝ −𝑥𝑛−1 𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−1 𝑏𝑛−2 = ∝ −𝑥𝑛−2 𝑏𝑛−1 + 𝑎𝑛−2 
         …… 
 𝑏2 = ∝ −𝑥2 𝑏3 + 𝑎2 
 𝑏1 = ∝ −𝑥1 𝑏2 + 𝑎1 
 𝑏0 = ∝ −𝑥0 𝑏1 +𝑎0 
 
 

 

 
 

              



−5,0 , −4,0 , −3,0 , −2,0 , −1,0 , 0,1 , 1,0 , 2,0 , 3,0 , 4,0 , 5,0  𝐿10 𝑥 = − 11202 𝑥2 − 25 𝑥2 − 16 𝑥2 − 9 𝑥2 − 4 𝑥2 − 1  

Zdroj: autor 



Interpolace po částech lineární 

𝑥0, 𝑦0 , 𝑥1, 𝑦1 , ⋯ , 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 , 𝑦𝑖 = 𝑓 𝑥𝑖  

 𝑓0 𝑥 = 𝑦0 𝑥−𝑥1𝑥0−𝑥1 + 𝑦1 𝑥−𝑥0𝑥1−𝑥0 , 𝑥 ∈ 𝑥0, 𝑥1  

…….. 𝑓𝑛−1 𝑥 = 𝑦𝑛−1 𝑥−𝑥𝑛𝑥𝑛−1−𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 𝑥−𝑥𝑛−1𝑥𝑛−𝑥𝑛−1, 𝑥 ∈ 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛  

 

Zdroj: autor 



Kvadratická spline-funkce 

 

𝜑 𝑥 =  𝜑0 𝑥 ,  𝑥 ∈ 𝑥0, 𝑥1𝜑1 𝑥 , 𝑥 ∈ 𝑥1, 𝑥2⋯𝜑𝑛−1 𝑥 ,  𝑥 ∈ 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛  

 𝜑𝑗 𝑥 = 𝑎𝑗 + 𝑏𝑗 𝑥 − 𝑥𝑗 + 𝑐𝑗 𝑥 − 𝑥𝑗 2,  
 𝑗 = 0,1,⋯ , 𝑛 − 1 



Podmínky pro 𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 , 𝑐𝑖  
            𝜑 𝑥𝑖 = 𝑓 𝑥𝑖 ,                        𝑖 = 0,1,⋯ , 𝑛,                𝑛 + 1  

    

       𝜑𝑖 𝑥𝑖+1 = 𝜑𝑖+1 𝑥𝑖+1 ,             𝑖 = 0,⋯ , 𝑛 − 2,            𝑛 − 1 
                    

      𝜑′𝑖 𝑥𝑖+1 = 𝜑′𝑖+1 𝑥𝑖+1 ,            𝑖 = 0,⋯ , 𝑛 − 2,            𝑛 − 1              

  

      3 n - 1  podmínek  + 1 okrajová podmínka 

       𝐚𝐢 = 𝐲𝐢, 𝜑′𝑖 𝑥𝑖 = 𝐛𝐢 = 𝐌𝐢 , 𝐜𝐢 = 𝟏𝟐𝐡𝐢 𝐌𝐢+𝟏 − 𝐌𝐢 ,  

       ℎ𝑖 = ℎ𝑖+1 − ℎ𝑖 
       𝑴𝒊 + 𝑴𝒊+𝟏 = 𝟐𝒉𝒊 𝒚𝒊+𝟏 − 𝒚𝒊 ,  𝑖 = 0,⋯ , 𝑛 − 1 



Příklad: −1,1 , 0,2 , 2,1 , 4,3  

  𝜑0 𝑥 = 5𝑥 + 6 − 4 𝑥 + 1 2, 𝑥 ∈ −1,0   
 𝜑1 𝑥 = 2 − 3𝑥 + 54𝑥2, 𝑥 ∈ 0,2  

 

             𝜑2 𝑥 = 2𝑥 − 3 − 12 𝑥 − 2 2, 𝑥 ∈ 2,4  

 

Počáteční podmínka: 𝑀3 = 0 

 



Zdroj: autor 



Kubická spline-funkce 

 

𝜑 𝑥 = 𝜑0 𝑥 ,  𝑥 ∈ 𝑥0, 𝑥1𝜑1 𝑥 , 𝑥 ∈ 𝑥1, 𝑥2⋯𝜑𝑛−1 𝑥 ,  𝑥 ∈ 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛
 

 𝜑𝑗 𝑥 = 𝑎𝑗 + 𝑏𝑗 𝑥 − 𝑥𝑗 + 𝑐𝑗 𝑥 − 𝑥𝑗 2 + 𝑑𝑗 𝑥 − 𝑥𝑗 3,  
 𝑗 = 0,1,⋯ , 𝑛 − 1 



Podmínky pro 𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 , 𝑐𝑖 , 𝑑𝑖 
            𝜑 𝑥𝑖 = 𝑓 𝑥𝑖 ,                        𝑖 = 0,1,⋯ , 𝑛,               𝑛 + 1  

    

       𝜑𝑖 𝑥𝑖+1 = 𝜑𝑖+1 𝑥𝑖+1 ,             𝑖 = 0,⋯ , 𝑛 − 2,           𝑛 − 1 
                    

      𝜑′𝑖 𝑥𝑖+1 = 𝜑′𝑖+1 𝑥𝑖+1 ,            𝑖 = 0,⋯ , 𝑛 − 2,            𝑛 − 1              

  

      𝜑′′𝑖 𝑥𝑖+1 = 𝜑′′𝑖+1 𝑥𝑖+1 ,          𝑖 = 0,⋯ , 𝑛 − 2.           𝑛 − 1 

4 𝑛 − 2 

+ 2 okrajové podmínky 



Momenty spline-funkce 

• 𝑀𝑖 = 𝜑′′ 𝑥𝑖 ,     𝑖 = 1,⋯ , 𝑛 − 1 

• ℎ𝑖 = 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖,  𝑖 = 0,⋯ , 𝑛 − 1 

 𝒂𝒊 = 𝒚𝒊 ,  𝒃𝒊 = 𝒚𝒊+𝟏−𝒚𝒊𝒉𝒊 − 𝒉𝒊𝟔 𝑴𝒊+𝟏 + 𝟐𝑴𝒊 ,   𝒄𝒊 = 𝟏𝟐𝑴𝒊, 𝒅𝒊 = 𝑴𝒊+𝟏−𝑴𝒊𝟔𝒉𝒊  

 𝒉𝒊𝑴𝒊 + 𝟐 𝒉𝒊 + 𝒉𝒊+𝟏 𝑴𝒊+𝟏 + 𝒉𝒊+𝟏𝑴𝒊+𝟐 = 𝟔 𝒚𝒊+𝟐 − 𝒚𝒊+𝟏𝒉𝒊+𝟏 − 𝒚𝒊+𝟏 − 𝒚𝒊𝒉𝒊  

 𝑀1, ⋯ ,𝑀𝑛−1   neznámé 𝑀0,𝑀𝑛   okrajové  podmínky 

 



Zdroj: autor 



Příklad: −1,1 , 0,2 , 2,1 , 4,3  

 𝜑0 𝑥 = 1+ 5944 𝑥 + 1 − 1544 𝑥 + 1 3, 𝑥 ∈ −1,0  

 𝜑1 𝑥 = 2 + 722𝑥 − 4544 𝑥2 + 2788𝑥3, 𝑥 ∈ 0,2  

 𝜑2 𝑥 = 1− 111 𝑥 − 2 + 911 𝑥 − 2 2 − 322 𝑥 − 2 3, 𝑥 ∈ 2,4  

 

Počáteční podmínky: 𝑀0 = 𝑀3 = 0  

  

 



Zdroj: autor 



 

B-spline funkce 

 

Interpolace dat 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 , 𝑖 = 0,1,⋯ , 𝑛  bázovými funkcemi 

 𝐵𝑖,1 𝑥 = 1,𝑥 ∈ 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1 , 
 𝐵𝑖,1 𝑥 = 0, 𝑥 ∈ −∞, 𝑥𝑖 ∪ 𝑥𝑖+1, +∞ , 𝑖 = 0,⋯ , 𝑛 − 1, 
 𝐵𝑖,𝑘 𝑥 = 𝑥 − 𝑥𝑖𝑥𝑖+𝑘−1 − 𝑥𝑖 𝐵𝑖,𝑘−1 𝑥 + 𝑥𝑖+𝑘 − 𝑥𝑥𝑖+𝑘 − 𝑥𝑖+1 𝐵𝑖+1,𝑘−1 𝑥 . 
 

 

 



Vlastnosti bázových funkcí 

Spline funkce 𝑠 𝑥  je lineární kombinací bázových funkcí 𝐵−𝑘 , ⋯ , 𝐵𝑛−1 𝑠 𝑥 =  𝛼𝑖𝐵𝑖,𝑘 𝑥 , 𝑥 ∈ 𝑥0, 𝑥𝑛 , 𝛼𝑖 ∈ 𝐑.𝑛−1
𝑖=−𝑘  

 

• 𝐵𝑖,𝑘 𝑥 > 0, 𝑥 ∈ 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+𝑘 , 
• 𝐵𝑖,𝑘 𝑥 = 0, 𝑥 ∉ 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+𝑘 , 
•  𝐵𝑖,𝑘 𝑥 = 1,  𝑥 ∈ 𝑥𝑟 , 𝑥𝑠 , 0 ≤ 𝑟 < 𝑠 ≤ 𝑛.𝑠−1𝑖=𝑟+1−𝑘  

 



Konstantní B-spline 

• 𝐵𝑖,1 𝑥 = 1,  𝑥 ∈ 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1  ,   
• 𝐵𝑖,1 𝑥 = 0,  𝑥 ∈ −∞, 𝑥𝑖 ∪ 𝑥𝑖+1 , +∞  

 

• 𝐵𝑖+1,1 𝑥 = 1,  𝑥 ∈ 𝑥𝑖+1 , 𝑥𝑖+2 ,   
• 𝐵𝑖+1,1 𝑥 = 0,  𝑥 ∈ −∞, 𝑥𝑖+1 ∪ 𝑥𝑖+2 , +∞  

 



Lineární B-spline 

𝐵𝑖,2 𝑥 = 𝑥 − 𝑥𝑖𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 𝐵𝑖,1 𝑥 + 𝑥𝑖+2 − 𝑥𝑥𝑖+2 − 𝑥𝑖+1 𝐵𝑖+1,1 𝑥  

 

• 𝐵𝑖,2 𝑥 = 0, 𝑥 ∈ −∞, 𝑥𝑖 ∪ 𝑥𝑖+2, +∞ , 

• 𝐵𝑖,2 𝑥 = 𝑥−𝑥𝑖ℎ  , 𝑥 ∈ 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1  ,                       
• 𝐵𝑖,2 𝑥 = 𝑥𝑖+2−𝑥ℎ , 𝑥 ∈ 𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖+2  . 
 

 

Zdroj: autor 



Kvadratická B-spline 

𝐵𝑖,3 𝑥 = 𝑥 − 𝑥𝑖𝑥𝑖+2 − 𝑥𝑖 𝐵𝑖,2 𝑥 + 𝑥𝑖+3 − 𝑥𝑥𝑖+3 − 𝑥𝑖+1 𝐵𝑖+1,2 𝑥  

• 𝐵𝑖,3 𝑥 = 0, 𝑥 ∈ −∞, 𝑥𝑖 ∪ 𝑥𝑖+3, +∞ , 

• 𝐵𝑖,3 𝑥 = 𝑥−𝑥𝑖 22ℎ2 , 𝑥 ∈ 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1 ,  

• 𝐵𝑖,3 𝑥 = 𝑥−𝑥𝑖 𝑥𝑖+2−𝑥2ℎ2 + 𝑥𝑖+3−𝑥 𝑥−𝑥𝑖+12ℎ2 , 𝑥 ∈ 𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖+2 ,  

• 𝐵𝑖,3 𝑥 = 𝑥𝑖+3−𝑥 22ℎ2 , 𝑥 ∈ 𝑥𝑖+2, 𝑥𝑖+3 ,  

 

Zdroj: autor 



Kubická B-spline 

𝐵𝑖,4 𝑥 = 𝑥 − 𝑥𝑖𝑥𝑖+3 − 𝑥𝑖 𝐵𝑖,3 𝑥 + 𝑥𝑖+4 − 𝑥𝑥𝑖+4 − 𝑥𝑖+1 𝐵𝑖+1,3 𝑥  𝐵𝑖 ,4 𝑥 = 0, 𝑥 ∈ −∞, 𝑥𝑖 ∪ 𝑥𝑖+4, +∞  𝐵𝑖 ,4 𝑥 = 𝑥−𝑥𝑖 36ℎ3 , 𝑥 ∈ 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1 , 𝐵𝑖 ,4 𝑥𝑖 = 0,𝐵𝑖 ,4 𝑥𝑖+1 = 16  , 𝐵𝑖 ,4 𝑥 = 𝑥−𝑥𝑖3ℎ 𝑥−𝑥𝑖 𝑥𝑖+2−𝑥2ℎ2 + 𝑥𝑖+3−𝑥 𝑥−𝑥𝑖+12ℎ2 + 𝑥𝑖+4−𝑥 𝑥−𝑥𝑖+1 26ℎ3 , 𝑥 ∈ 𝑥𝑖+1 , 𝑥𝑖+2 , 𝐵𝑖 ,4 𝑥𝑖+1 = 16 , 𝐵𝑖 ,4 𝑥𝑖+2 = 23 , 𝐵𝑖 ,4 𝑥 = 𝑥−𝑥𝑖3ℎ 𝑥𝑖+3−𝑥 22ℎ2 + 𝑥𝑖+4−𝑥3ℎ 𝑥−𝑥𝑖+1 𝑥𝑖+3−𝑥2ℎ2 + 𝑥𝑖+4−𝑥 𝑥−𝑥𝑖+22ℎ2 , 𝑥 ∈ 𝑥𝑖+2 , 𝑥𝑖+3  𝐵𝑖 ,4 𝑥𝑖+2 = 23 , 𝐵𝑖 ,4 𝑥𝑖+3 = 16 , 𝐵𝑖 ,4 𝑥 = 𝑥𝑖+4−𝑥 36ℎ3 , 𝑥 ∈ 𝑥𝑖+3, 𝑥𝑖+4 , 𝐵𝑖 ,4 𝑥𝑖+3 = 16  , 𝐵𝑖 ,4 𝑥𝑖+4 = 0. 
  



 

 

 𝑠 𝑥 =  𝛼𝑖𝐵𝑖,4 𝑥 ,  𝑠 𝑥𝑗 = 𝑦𝑗 , 𝑗 = 0,⋯ , 𝑛.𝑛−1
𝑖=−3  

       Koeficientů je n + 3, bodů n + 1 a dvě podmínky:  
       𝑠’’ 𝑥0 = 𝑠’’ 𝑥𝑛 = 0. 

 

 

Zdroj: autor 

Zdroj: autor 



Derivace v krajních bodech 

 0,1 :   𝐵 𝑥 = 16𝑥3, 𝐵′′ 𝑥 = 𝑥, 1,2 :   𝐵 𝑥 = 16 −3𝑥3 + 12𝑥2 − 12𝑥 + 4 , 𝐵′′ 𝑥 = 4 − 3𝑥, 2,3 :   𝐵 𝑥 = 16 3𝑥3 − 24𝑥2 + 60𝑥 − 44 , 𝐵′′ 𝑥 = 3𝑥 − 8, 3,4 :   𝐵 𝑥 = 16 4 − 𝑥 3, 𝐵′′ 𝑥 = 4 − 𝑥. 

 



Hodnoty v krajních bodech 

𝛼−4𝑥0 + 𝛼−3 4 − 3𝑥0 + 𝛼−2 3𝑥0 − 8 + 𝛼−1 4 − 𝑥0 = 𝑦0, 

 

Pro  𝑥0 = 0 ⇨ 4𝛼−3 − 8𝛼−2 + 4𝛼−1 = 𝑦0, 

 𝛼𝑛−2𝑥𝑛 + 𝛼𝑛−1 4 − 3𝑥𝑛 + 𝛼𝑛 3𝑥𝑛 − 8 + 𝛼𝑛+1 4 − 𝑥𝑛 =𝑦𝑛, 

 

Pro  𝑥𝑛 = 4 ⇨ 4𝛼𝑛−2 − 8𝛼𝑛−1 + 4𝛼𝑛 = 𝑦𝑛, 

 



Výsledná soustava 

 4 −8 4 0 0 ⋯ 016 23 16 0 0 ⋯ 00 16 23 16 0 ⋯ 0⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮0 0 ⋯ 0 16 23 160 0 ⋯ ⋯ 4 −8 4
𝛼−3𝛼−2𝛼−1⋮𝛼𝑛−1𝛼𝑛

=
𝑦0𝑦1𝑦2⋮𝑦𝑛−1𝑦𝑛

 

 


