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Definice a vlastnosti 

𝐌 = 𝑥, 𝑦 , 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐑 ⊂ 𝐑2   

Funkce 𝑓 je zobrazení množiny 𝐌 do množiny  𝐑. 𝑥, 𝑦                 𝑧,  𝑧 = 𝑓 𝑥, 𝑦  ∈ 𝐑 

 𝐃𝑓 = 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐌, 𝑧 = 𝑓 𝑥, 𝑦    definiční obor   𝐇𝑓 = 𝑧 ∈ 𝐑, 𝑧 = 𝑓 𝑥, 𝑦 , 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐃𝑓  obor hodnot  

Graf  f = 𝑥, 𝑦, 𝑓 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐑3, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐃𝑓  

Vrstevnice   funkce f = 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐃𝑓 , 𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑐,  𝑐 ∈ 𝐇𝑓  

 

 f  je funkce užitku – vrstevnice je indiferenční křivka 

f  je produkční funkce – vrstevnice je izokvanta 



 

Příklady funkcí 

 
• Lineární funkce   𝑓: 𝑧 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐, 

• Kvadratická funkce  𝑓: 𝑧 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2 + 𝑐𝑥 + 𝑑𝑦 + 𝑒𝑥𝑦 + 𝑔 

     aspoň jedno z čísel a,b,e  je různé od nuly 

     𝑓: 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 

     𝑓: 𝑧 = 𝑥2 − 𝑦2 

     𝑓: 𝑧 = 𝑥 𝑦 

 



 

Body množiny 

 
• Okolí bodu  𝐴 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐑2 o poloměru 𝑟 > 0  je množina  𝐔 𝐴 = 𝑋 ∈ 𝐑2, 𝐴𝑋 < 𝑟 , tj. kruh o středu A a poloměru r 

bez hraniční kružnice. 

 

• Bod  𝐴 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐌 je hromadným bodem množiny 𝐌 ⊂ 𝐑2, 

jestliže každé jeho  okolí obsahuje nekonečně mnoho bodů 
množiny 𝐌. 

 

 



 

Limita a spojitost funkce 

 
Funkce  f  má limitu 𝛼 ∈ 𝐑 ∪ −∞, +∞   v bodě 𝐴 ∈ 𝐑2, který je 

hromadným bodem množiny 𝐃𝑓,  jestliže ke každému okolí 𝐔 α  

existuje prstencové okolí 𝐔′ A = 𝐔 A − A   takové, že pro 
každé  𝑋 ∈ 𝐔′ 𝐴 ∩ 𝐃𝑓  je  𝑓 𝑋 ∈ 𝐔 α . Píšeme lim𝑋→𝐴 𝑓 𝑋 = α . 
 

Funkce  f  je spojitá v bodě 𝐴 ∈ 𝐃𝑓, jestliže lim𝑋→𝐴 𝑓 𝑋 = 𝑓 𝐴  . 
 

 



 

Parciální derivace funkce 

 g′ a = limh→0 𝑔 𝑎 + ℎ − 𝑔 𝑎ℎ = 𝑙𝑖𝑚ℎ→0 𝑓 𝑎 + ℎ, 𝑏 − 𝑓 𝑎, 𝑏ℎ = 𝜕𝑓 𝑎, 𝑏𝜕𝑥  ℎ′ 𝑏 = limk→0 ℎ 𝑏 + 𝑘 − ℎ 𝑏𝑘 = limk→0 𝑓 𝑎, 𝑏 + 𝑘 − 𝑓 𝑎, 𝑏𝑘 = 𝜕𝑓 𝑎, 𝑏𝜕𝑦  

 

 

h 

Zdroj: autor 



Rovnice tečny vrstevnice - gradient  

      𝜕𝑓 𝑋𝜕𝑥 𝑥 − 𝑥0 + 𝜕𝑓 𝑋𝜕𝑦 𝑦 − 𝑦0 = 0  v bodě  𝑋 𝑥0, 𝑦0  

 Směrnice  tečny                    – 𝜕𝑓𝜕𝑥 / 𝜕𝑓𝜕𝑦   

je mezní mírou substituce ve spotřebě. 
 

Vektor kolmý na vrstevnici 

 grad 𝑓 𝑋 = 𝜕𝑓 𝑋𝜕𝑥 , 𝜕𝑓 𝑋𝜕𝑦  

 

se nazývá gradient funkce  f  v bodě  X. 
 

Zdroj: autor 



Rovnice tečné roviny 

Normálový vektor grafu funkce 𝑓: 𝑧 = 𝑓 𝑥, 𝑦   v bodě  𝑇 𝑎, 𝑏. 𝑓 𝑎, 𝑏   je vektor 𝐧 = 𝑓𝑥 𝑎, 𝑏 , 𝑓𝑦 𝑎, 𝑏 , −1 .  

  

Rovnice tečné roviny grafu funkce f  v bodě  𝑇 𝑎, 𝑏, 𝑓 𝑎, 𝑏 , 𝐴 𝑎, 𝑏   je 

  𝑓𝑥 𝐴 𝑥 − 𝑎 + 𝑓𝑦 𝐴 𝑦 − 𝑏 − 𝑧 − 𝑓 𝐴 = 0 

 



 

Obalová křivka 

 𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑐 = 0   𝜕𝐹𝜕𝑐 , 𝜕2𝐹𝜕𝑐2   na 𝑎, 𝑏 , 𝜕2𝐹𝜕𝑐2 ≠ 0  
jsou spojité. 𝐹𝑐 𝑥, 𝑦, 𝑐 = 0 𝐤: 𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑐 𝑥, 𝑦 = 0 

 

Křivka  dlouhodobých celkových 
nákladů je obalovou křivkou křivek 
krátkodobých nákladů. 

 

 

X 𝑐 = 𝑥 𝑐 , 𝑦 𝑐  

t 
n 

Zdroj: autor 



 

Derivace složené funkce 

 𝑓: 𝑧 = 𝑓 𝑥, 𝑦 , 𝑥 = 𝜑 𝑡 , 𝑦 = 𝜔 𝑡 ⇒ 𝐹 𝑡 = 𝑓 𝜑 𝑡 , 𝜔 𝑡  𝐃φ = 𝐃ω , 𝐇φ × 𝐇ω ⊂ 𝐃f 𝐹′ 𝑡0 = lim𝑡→𝑡0 𝑓 𝜑 𝑡 , 𝜔 𝑡 − 𝑓 𝜑 𝑡0 , 𝜔 𝑡0𝑡 − 𝑡0  

             =  lim𝑡→𝑡0 𝑓 𝜑 𝑡 ,𝜔 𝑡0 −𝑓 𝜑 𝑡0 ,𝜔 𝑡0𝜑 𝑡 −𝜑 𝑡0 𝜑 𝑡 −𝜑 𝑡0𝑡−𝑡0 + 

              +  lim𝑡→𝑡0 𝑓 𝜑 𝑡 ,𝜔 𝑡 −𝑓 𝜑 𝑡 ,𝜔 𝑡0𝜔 𝑡 −𝜔 𝑡0 𝜔 𝑡 −𝜔 𝑡0𝑡−𝑡0    

 𝐹′ 𝑡0 = 𝜕𝑓 𝐴𝜕𝑥 ∙ 𝜑′ 𝑡0 + 𝜕𝑓 𝐴𝜕𝑦 ∙ 𝜔′ 𝑡0 ,   𝐴 𝜑 𝑡0 , 𝜔 𝑡0  

 

 



Derivace funkce podle jednotkového 

vektoru  𝐹′ 𝑡0 = 𝑓𝑥 𝐴 , 𝑓𝑦 𝐴 ∙ 𝜑′ 𝑡0 , 𝜔′ 𝑡0 = grad 𝑓 𝐴 ∙ 𝒕  
 cos ∝= 𝐮 ∙ 𝐯𝐮 𝐯 ⇒ 𝐮 ∙ 𝐯 = 𝐮 𝐯 cos ∝ 𝑑𝑓 𝐴𝑑 𝒆 = 𝒆 grad 𝑓 𝐴 cos ∝ = gra𝑑 𝑓 𝐴 cos ∝ , 𝐞 = grad f A / grad f A  

 𝑑𝑓 𝐴𝑑grad 𝑓 𝐴 = ± grad f A  

 



Diferencovatelná funkce 

totální diferenciál 

 𝑓 𝑋 − 𝑓 𝐴 = 𝐾1 𝑥 − 𝑎 + 𝐾2 𝑦 − 𝑏 + 𝜔1 𝑋 𝑥 − 𝑎 + 𝜔2 𝑋 𝑦 − 𝑏  

 𝑦 = 𝑏:     
𝑓 𝑥,𝑏 −𝑓 𝑎,𝑏𝑥−𝑎 = 𝐾1 + 𝜔1 𝑥, 𝑏  

 𝑥 = 𝑎:     
𝑓 𝑎,𝑦 −𝑓 𝑎,𝑏𝑦−𝑏 = 𝐾2 + 𝜔2 𝑎, 𝑦  

 

 𝑓 𝑋 − 𝑓 𝐴 = 𝜕𝑓 𝐴𝜕𝑥 𝑥 − 𝑎 + 𝜕𝑓 𝐴𝜕𝑦 𝑦 − 𝑏 + 𝜔 𝑋 𝑋 − 𝐴 =  

                         = 𝑑𝐴𝑓 𝑥, 𝑦 + 𝜔 𝑋 𝑋 − 𝐴  

 

Zdroj: autor 



 

Parciální derivace 2. řádu funkce 2 proměnných 

 𝑧 = 𝑓 𝑥, 𝑦    

 𝑓𝑥 𝑥, 𝑦 = 𝜕𝑓 𝑥,𝑦𝜕𝑥                          𝑓𝑦 𝑥, 𝑦 = 𝜕𝑓 𝑥,𝑦𝜕𝑦  

 𝑓𝑥𝑥 𝑋 = 𝜕𝜕𝑥 𝜕𝑓 𝑋𝜕𝑥 = 𝜕2𝑓 𝑋𝜕𝑥2                    𝑓𝑥𝑦 𝑋 = 𝜕𝜕𝑥 𝜕𝑓𝑋𝜕𝑦 = 𝜕2𝑓 𝑋𝜕𝑥𝜕𝑦    

  𝑓𝑦𝑥 𝑋 = 𝜕𝜕𝑦 𝜕𝑓 𝑋𝜕𝑥 = 𝜕2𝑓 𝑋𝜕𝑦𝜕𝑥              𝑓𝑦𝑦 𝑋 = 𝜕𝜕𝑦 𝜕𝑓 𝑋𝜕𝑦 = 𝜕2𝑓 𝑋𝜕𝑦2   

 



 

Diferenciály vyšších řádů 

 𝐹 𝑡 = 𝑓 𝑎 + 𝑡ℎ1, 𝑏 + 𝑡ℎ2 , 𝑋 = 𝐴 + 𝑡 𝐡  

 𝐹′ 𝑡 = 𝜕𝑓 𝑥, 𝑦𝜕𝑥 ℎ1 + 𝜕𝑓 𝑥, 𝑦𝜕𝑦 ℎ2 

 𝐹′′ 𝑡 = 𝜕𝜕𝑥 𝜕𝑓 𝑋𝜕𝑥 ℎ1 + 𝜕𝑓 𝑋𝜕𝑦 ℎ2 ℎ1 + 𝜕𝜕𝑦 𝜕𝑓 𝑋𝜕𝑥 ℎ1 + 𝜕𝑓 𝑋𝜕𝑦 ℎ2 ℎ2 

 𝐹′′ 0 : 𝑑2𝑓𝐴 𝐡 = 𝜕2𝑓 𝐴𝜕𝑥2 ℎ12 + 2 𝜕2𝑓 𝐴𝜕𝑥𝜕𝑦 ℎ1ℎ2 + 𝜕2𝑓 𝐴𝜕𝑦2 ℎ22, 
 



𝑑2𝑓𝐴 𝐡 = 𝑓𝑥𝑥 ℎ1 + 𝑓𝑥𝑦𝑓𝑥𝑥 ℎ2 2 + 𝑓𝑥𝑥𝑓𝑦𝑦 − 𝑓𝑥𝑦2𝑓𝑥𝑥 ℎ22 

 

• 𝑑2𝑓𝐴 𝐡 > 0 pro každé 𝐡 ≠  𝐨, a to právě když  𝑓𝑥𝑥 > 0, 
𝑓𝑥𝑥 𝑓𝑥𝑦𝑓𝑥𝑦 𝑓𝑦𝑦 > 0, 

nazýváme 𝑑2𝑓𝐴 𝐡   pozitivně definitní, 

• 𝑑2𝑓𝐴 𝐡 < 0 pro každé 𝐡 ≠  𝐨, a to právě když  𝑓𝑥𝑥 < 0, 
𝑓𝑥𝑥 𝑓𝑥𝑦𝑓𝑥𝑦 𝑓𝑦𝑦 > 0, 

nazýváme 𝑑2𝑓𝐴 𝐡   negativně definitní, 
• existuje 𝐡 ≠  𝐨 takové, že 𝑑2𝑓𝐴 𝐡 > 0 a existuje 𝐡′ ≠  𝐨 takové, že 𝑑2𝑓𝐴 𝐡′ < 0, tj. právě když  

𝑓𝑥𝑥 𝑓𝑥𝑦𝑓𝑥𝑦 𝑓𝑦𝑦 < 0, nazýváme 𝑑2𝑓𝐴 𝐡   
indefinitní. 

 

 



 

Taylorův polynom 2. stupně  
 𝐹 𝑡 = 𝐹 0 + 𝐹′ 0 𝑡 + 12 𝐹′′ 0  𝑡2 + ⋯ + 1𝑛! 𝐹 𝑛 0  𝑡𝑛 + 𝑅𝑛 𝑡 ,  

 𝑅𝑛 𝑡 = 𝐹 𝑛+1 𝛿𝑡𝑛 + 1 ! 𝑡𝑛+1, 𝛿 ∈ 0,1  

 

 𝑓 𝐴 + 𝐡 = 𝑓 𝐴 + 𝑑𝑓𝐴 𝐡 + 12 𝑑2𝑓𝐴 𝐡 + 𝑅2 𝐡  

 

 



𝑧 = e𝑥 cos 𝑦 , 0,0  

Zdroj: autor 



Lokální extrémy fce 

Zdroj: autor 



Lokální minimum funkce 𝑧 = 𝑓 𝑥, 𝑦   

f  má v bodě 𝐴 ∈ 𝐃𝑓   

lokální minimum 𝑓 𝐴 ,  

jestliže  existuje okolí   𝐔 𝐴 ∈ 𝐃𝑓  takové,  

že pro každé  
 𝑋 ∈ 𝐔 𝐴  je 𝑓 𝑋 ≥ 𝑓 𝐴 . 
 

Zdroj: autor 



Lokální maximum funkce 𝑧 = 𝑓 𝑥, 𝑦   

f  má v bodě 𝐴 ∈ 𝐃𝑓  

lokální maximum 𝑓 𝐴 ,  

jestliže existuje okolí  𝐔 𝐴 ∈ 𝐃𝑓  

takové, že pro každé  
 𝑋 ∈ 𝐔 𝐴  je 𝑓 𝑋 ≤ 𝑓 𝐴 . 
 

Zdroj: autor 



Nutná podmínka:  
𝜕𝑓 𝐴𝜕𝑥 = 𝜕𝑓 𝐴𝜕𝑦 = 0. 

Postačující podmínka: 
Lokální maximum f  v A: 𝑑2𝑓𝐴 𝐡  je negativně definitní: 
                                 𝑓𝑥𝑥 𝐴 < 0,  
                                 𝑓𝑥𝑥 𝐴 𝑓𝑦𝑦 𝐴 − 𝑓𝑥𝑦 𝐴 2 > 0 

Lokální minimum f v A:  𝑑2𝑓𝐴 𝐡  je pozitivně definitní 
                                 𝑓𝑥𝑥 𝐴 > 0,  
                                 𝑓𝑥𝑥 𝐴 𝑓𝑦𝑦 𝐴 − 𝑓𝑥𝑦 𝐴 2 > 0 

 f nemá v A extrém: 𝑑2𝑓𝐴 𝐡  je indefinitní 

                                𝑓𝑥𝑥 𝐴 𝑓𝑦𝑦 𝐴 − 𝑓𝑥𝑦 𝐴 2 > 0 

 

 

 

 



 

Vázané extrémy – Lagrangeova funkce 

 

Extrémy funkce  f  na množině 𝐌 = 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐃𝑓 , 𝑔 𝑥, 𝑦 = 0 . 

M je vazba. 

f má v 𝐴 ∈ 𝐌  vázaný extrém na M, právě kdy existuje 𝜆, pro 
které má fce  

                             𝐿 𝑥, 𝑦, 𝜆 = 𝑓 𝑥, 𝑦 + 𝜆 𝑔 𝑥, 𝑦  

v A lokální extrém.  

 

Absolutní extrémy funkce 

Je-li funkce  f  spojitá na uzavřené a omezené množině M, existují 
body  𝐴, 𝐵 ∈ 𝐌, ve kterých funkce  f  nabývá  svého maxima a 

minima.      

 

 

 


