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Diferenciální rovnice 2. řádu 

 

• Implicitní tvar: 𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′ = 0. 

• Explicitní tvar: y′′ = 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑦′ . 

 

• Rovnici lze převést na soustavu 2  diferenciálních rovnic 1. 

řádu: 
• 𝑦′ = 𝑦1 

• 𝑦′1 = 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑦1  

 



 

Lineární diferenciální rovnice 2. řádu 
s konstantními koeficienty, homogenní 

 𝑦′′ + 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 = 0, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐑. 
 

Prostor řešení: 
 

• s každým řešením y řeší rovnici násobek c y,   

• jsou-li 𝑦1, 𝑦2 dvě řešení rovnice, je 𝑦1 + 𝑦2 také řešení, 
• každá lineární kombinace 𝑦 = 𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2 dvou řešení  je 

také řešení. 
Bázi vektorového prostoru řešení  𝑦1, 𝑦2  nazýváme 

fundamentální systém rovnice. 



Wronského determinant 

Vektory 𝑦1, 𝑦2 jsou lineárně nezávislé. 
Integrální konstanty jsou řešením soustavy rovnic 𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2 = 0 𝑐1𝑦′1 + 𝑐2𝑦′2 = 0 

Determinant matice soustavy je Wronskijan 𝑦1 𝑥 𝑦2 𝑥𝑦′1 𝑥 𝑦′2 𝑥 = 𝑊 𝑥  

• funkce 𝑦1, 𝑦2 jsou lineárně nezávislé na M, právě když 𝑊 𝑥 ≠ 0 na M, 

• funkce 𝑦1, 𝑦2 jsou lineárně závislé na M, právě když 𝑊 𝑥 = 0 

na M. 

 

 



 

Charakteristická rovnice 

 𝑦 = e𝜆𝑥, 𝛼 ∈ 𝐑 je řešení rovnice  𝑦′′ + 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 = 0, potom 

 e𝜆𝑥 𝜆2 + 𝑎𝜆 + 𝑏 = 0 

 𝜆2 + 𝑎𝜆 + 𝑏 = 0 je charakteristická rovnice 

 

• 𝜆1, 𝜆2 ∈ 𝐑, 𝜆1 ≠ 𝜆2 ⇒ 𝑦1 = e𝜆1𝑥, 𝑦2 = e𝜆2𝑥 ⇒ 𝑦 = 𝑐1e𝜆1𝑥 + 𝑐2e𝜆2𝑥. 

 

• 𝜆1 = 𝜆2  ∈ 𝐑 ⇒ 𝑦1 = e𝜆𝑥, 𝑦2 = 𝑥e𝜆𝑥 ⇒ 𝑦 = 𝑐1e𝜆𝑥 + 𝑐2𝑥 e𝜆𝑥. 

 

• 𝜆 = 𝜆1 + i ⇒ 𝑦 = e 𝜆1+i 𝜆2 𝑥 = e𝜆1𝑥e𝑖𝜆2𝑥 = e𝜆1𝑥 cos 𝜆1𝑥 + i sin 𝜆2𝑥 . 

     𝑦1 = e𝜆1𝑥 cos 𝜆1𝑥,  𝑦2 = e𝜆1𝑥 sin 𝜆2𝑥         
      𝑦 = 𝑐1e𝜆1𝑥 cos 𝜆1𝑥 + 𝑐2e𝜆1𝑥 sin 𝜆2𝑥. 

 

 

  



 

Diferenciální rovnice n-tého řádu 

 
• Implicitní tvar: 𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑦′, ⋯ , 𝑦 𝑛 = 0. 

• Explicitní tvar: 𝑦 𝑛 = 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑦′, ⋯ , 𝑦 𝑛−1 . 

 lze převést na soustavu n  diferenciálních rovnic 1. řádu: 𝑦′ = 𝑦1  𝑦′1 = 𝑦2  𝑦′2 = 𝑦3 

                                                    ………. 
                                  𝑦′𝑛−1 = 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛−1  

 

 



Soustava obyčejných diferenciálních rovnic 

 𝑦′1 = 𝑓1 𝑥, 𝑦1 , 𝑦2 , ⋯ , 𝑦𝑛  

                       
                                   𝑦′2 = 𝑓2 𝑥, 𝑦1 , 𝑦2 , ⋯ , 𝑦𝑛                                    

                                               ……………….. 
 𝑦′𝑛 = 𝑓𝑛 𝑥, 𝑦1 , 𝑦2 , ⋯ , 𝑦𝑛  

 

 

Počáteční podmínky: 𝑦1 𝑎 = 𝑏1 , ⋯ , 𝑦𝑛 𝑎 = 𝑏𝑛   

 

  



 

Soustava lineárních diferenciálních rovnic 

s konstantními koeficienty 

 
 

   

𝑦′1𝑦′2…𝑦′𝑛 = 𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛⋮𝑎𝑛1 ⋮𝑎𝑛2 ⋮ ⋮⋯ 𝑎𝑛𝑛
𝑦1𝑦2⋮𝑦𝑛      

  𝐲′ = 𝑨 𝐲 



𝐲′ = 𝑨 𝐲 

řešení hledáme ve  tvaru: 
 𝐲 = 𝐜 e𝜆𝑥, 𝐜 = 𝑐1, ⋯ , 𝑐𝑛 ,  

 𝐲′ =  𝐜 𝜆 e𝜆𝑥 = 𝑨 𝐜 e𝜆𝑥 

 𝑨 − 𝜆 𝑬  𝐜 = 𝐨    
 charakteristická rovnice:  𝑨 − 𝜆 𝑬 = 0 𝜆 je vlastní číslo, 𝐜 je vlastní vektor matice 𝑨 



Různá reálná vlastní čísla 

Řešme soustavu diferenciálních rovnic 

 𝑦′1𝑦′2𝑦′3 = −3 4 −21 0 16 −6 5 𝑦1𝑦2𝑦3  



Stacionární body 

Řešení: 𝐲 = e𝜆𝑥 𝑐1, 𝑐2  

 

Charakteristická rovnice:  

 𝑎11 − 𝜆 𝑎12𝑎21 𝑎22 − 𝜆 = 𝜆2 − 𝑎11 + 𝑎22 𝜆 + 𝐴 = 0 

 𝜆1 ≠ 𝜆2 ∈ 𝐑 ⇨ 𝐲 = 𝑘1e𝜆1𝑥 𝑐1, 𝑐2 +𝑘2e𝜆2𝑥 𝑑1, 𝑑2  

 



Bod 0,0  je asymptoticky 𝑥 → ∞  

𝑘1 < 0, 𝑘2 < 0 

    stabilní – uzel 

𝑘1 > 0, 𝑘2 > 0 

     nestabilní – uzel 

𝑘1 𝑘2 < 0 

     sedlo 

Zdroj: autor 



 

Stabilita řešení 
 

 𝑦𝑖 = 𝜑𝑖 𝑥, 𝑎, 𝑏1 , ⋯ , 𝑏𝑛 , 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛   
 je řešení  soustavy 

 𝑦′𝑖 = 𝑓𝑖 𝑥, 𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛  

 

 s počátečními podmínkami  𝑦𝑖 𝑎 = 𝑏𝑖  

 𝑓𝑖 spojité na Ω  ⇒  𝜑𝑖 jsou spojité 

 

 



 

Stabilita řešení 
 

Řešení je stabilní, jestliže 

 ∀𝜀 > 0 ∃ 𝛿 > 0, ∀ 𝑥 ≥ 𝑎 je 𝜑𝑖 𝑥, 𝑎, 𝑐1 , ⋯ , 𝑐𝑛 − 𝜑𝑖 𝑥, 𝑎, 𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑛 < 𝜀 ⇔ 𝑐𝑖 − 𝑏𝑖 < 𝛿. 

 

Řešení je asymptoticky stabilní, jestliže 

 ∃ 𝜗 > 0, lim𝑥→+∞  𝜑𝑖 𝑥, 𝑎, 𝑐1 , ⋯ , 𝑐𝑛 − 𝜑𝑖 𝑥, 𝑎, 𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑛 = 0 ⇔  𝑐𝑖 − 𝑏𝑖 < 𝜗.  

 



Hurwitzův polynom 

Řešení soustavy 

 𝐲′ = 𝑨 𝐲  

 

je asymptoticky stabilní,  právě když každé řešení  
charakteristické rovnice 

 𝐴 − 𝜆𝐸 = 0   

 

má zápornou reálnou část. tj. 𝐴 − 𝜆𝐸  je hurwitzův polynom. 

 



 

Hurwitzovo kritérium 

 

všechny hlavní subdeterminanty hurwitzovy matice 

 𝑎1 𝑎0 0 0 ⋯ 0𝑎3 𝑎2 𝑎1 𝑎0 ⋯ 0𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 ⋯ 0𝑎7 𝑎6 𝑎5 𝑎4 ⋯ 0⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮𝑎2𝑛−1 𝑎2𝑛−2 𝑎2𝑛−3 𝑎2𝑛−4 ⋯ 𝑎𝑛
 

 

jsou kladné. 


