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Přepoklady KLM a Gauss – Markov teorém 

1) Lineární v parametrech 

2) NÁHODNÝM výběrem

6) 𝜖|𝑋~𝑁(0, 𝜎2𝐼)

Blue odhad - GM  

4) Není  dokonalá multikolinearita

KLM
Klasický lineární 
model 

Nezkreslený odhad  

5)𝑉𝑎𝑟 𝜖 𝑋 = 𝐸 𝜖𝜖′ = 𝜎2𝐼

3) 𝐸 𝜖 𝑋 = 𝐸 𝜖 = 0

𝑏~𝑁(𝛽, 𝜎2 𝑋′𝑋 −1)

Potom platí, že: 



LRM 5. Homoskedasticita

𝑉𝑎𝑟 𝑏𝑗 =
𝜎2

∑ 𝑥𝑗 − ഥ𝑥𝑗
2
(1 − 𝑅𝑗

2)

𝜎2 =
1

𝑛 − 𝑘 − 1
∑𝑒2

Nás samozřejmě zajímá jaký rozptyl má výběrové rozdělení pro 𝑏
A tedy i rozptyl. Odhad rozptylu je dán: 

𝐸 𝑏𝑗 = 𝛽𝑗

𝐸 𝑏𝑗 = 𝛽𝑗

𝜎2 −rozptyl náhodné složky, neznám, musím také odhadnout 



Požaduji, aby platilo: 

Odhad rozptylu náhodné složky a 𝑉𝑎𝑟 𝑏 je nezkreslený a konzistentní pokud platí 𝑉𝑎𝑟 𝜖 𝑋 = 𝜎2𝐼
Tedy požaduji homoskedasticitu

V případě heteroskedasticity bude odhad 𝑉𝑎𝑟 𝑏 vychýlený a nekonzistentní.

Rozptyl 𝑉𝑎𝑟 𝑏𝑗 se vyskytuje jak u t-testu, tak u testů pro hodnocení sdružené významnosti (F, Wald)

Tedy pokud není splněn předpoklad homoskedasticity, tak nelze brát výsledky těchto testů jako relevantní!!!

1) 𝑉𝑎𝑟 𝑏𝑗 =
𝜎2

∑ 𝑥𝑗 − ഥ𝑥𝑗
2
(1 − 𝑅𝑗

2)

𝐸(𝜎2) = 𝜎2



Homoskedasticita
Podmíněný rozptyl je konstatní

Rozptyl ε, který je dán x,  se nemění v závislosti se změnami x
Rozptyl 𝑦, který je dán x, se nemění v závislosti se změnami x

𝑉𝑎𝑟 |𝜀 𝑥 = σ2𝐼

Platí
𝑉𝑎𝑟 |𝜀 𝑥 = 𝑉𝑎𝑟 |𝑦 𝑥 = σ2𝐼

𝑉𝑎𝑟( |ε𝑖 𝑒𝑑𝑢𝑖) = σ2

𝑒𝑑𝑢

𝑤𝑎𝑔𝑒

𝑒𝑑𝑢

𝑤𝑎𝑔𝑒

Heteroskedasticita
Podmíněný rozptyl NENÍ konstatní

Rozptyl ε, který je dán x,  se mění v závislosti se změnami x
Rozptyl 𝑦, který je dán x, se mění v závislosti se změnami x

Podmíněný rozptyl náhodné složky se bude měnit v závislosti 
na hodnotě nezávislé proměnné (x)

𝑉𝑎𝑟 |𝜀𝑖 𝑥𝑖 = σ𝑖
2



Jak se mění rozptyl y, když se mění (roste) x? 

𝑦

𝑥

𝑓( |𝑦 𝑥)

𝑥1
𝑥2

𝐸( |𝑦 𝑥) = β0 + β1. 𝑥

Platí
𝑉𝑎𝑟 |𝜀 𝑥 = 𝑉𝑎𝑟 |𝑦 𝑥 = σ2𝐼



𝑦

𝑥

𝑓( |𝑦 𝑥)

𝐸( |𝑦 𝑥) = β0 + β1. 𝑥

𝑥1
𝑥2 𝑥3

Jak se mění rozptyl y, když se mění (roste) x? 

𝑉𝑎𝑟 |𝜀𝑖 𝑥𝑖 = σ𝑖
2



𝑉𝑎𝑟 |𝜀 𝑋 = 𝐸 |𝜀𝜀′ 𝑋 = 𝐸

𝜖1
𝜖2
𝜖3

. 𝜖1 𝜖2 𝜖3 𝑋 = 𝐸

𝜖1𝜖1 𝜖1𝜖2 𝜖1𝜖3
𝜖2𝜖1 𝜖2𝜖2 𝜖2𝜖3
𝜖3𝜖1 𝜖3𝜖2 𝜖3𝜖3

|𝑋 =

Co jsou prvky mimo diagonálu? 

𝐶𝑜𝑣 𝑥, 𝑦 = 𝑥 − 𝐸 𝑥 . (𝑦 − 𝐸(𝑦))

𝐶𝑜𝑣 𝜖2, 𝜖1 = 𝜖2 − 𝐸(𝜖2 ). (𝜖1 − 𝐸(𝜖1))

𝐶𝑜𝑣 𝜖2, 𝜖1 = 𝜖2. 𝜖1 = 0

𝜎2 0 0
0 𝜎2 0
0 0 𝜎2

= 𝝈𝟐𝑰

𝑠𝑒𝑟𝑖𝑜𝑣á 𝑧á𝑣𝑖𝑠𝑙𝑜𝑠𝑡/𝑛𝑒𝑧á𝑣𝑖𝑠𝑙𝑜𝑠𝑡

Rozptyl náhodné složky – kovarianční matice

Pro jednoduchost budeme mít pouze 3 pozorování.



𝑉𝑎𝑟 𝑏 𝑋 = 𝑉𝑎𝑟 𝜷 + 𝑿´𝑿 −𝟏𝑿´ϵ 𝑋

𝑉𝑎𝑟(𝑏|𝑋) ≠ 𝝈𝟐 𝑿´𝑿 −𝟏

𝑉𝑎𝑟 ϵ 𝑋 ≠ 𝝈𝟐𝑰

𝑉𝑎𝑟 𝑏 𝑋 = 𝑉𝑎𝑟 𝑿´𝑿 −𝟏𝑿´ϵ 𝑋

𝑉𝑎𝑟 𝑏 𝑋 = 𝑿´𝑿 −𝟏𝑿´𝑉𝑎𝑟 ϵ 𝑋 𝑿´𝑿 −𝟏𝑿´ ′

= 𝑿´𝑿 −𝟏𝑿´𝑉𝑎𝑟 ϵ 𝑋 𝑿 𝑿´𝑿 −𝟏

= 𝑿´𝑿 −𝟏𝑿´𝝈𝟐𝑰 𝑿 𝑿´𝑿 −𝟏

= 𝝈𝟐 𝑿´𝑿 −𝟏

𝑿´𝑿 −𝟏𝑿´ 𝑿 = 𝑰

𝝈𝟐 − 𝒌𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕𝒂, 𝒍𝒛𝒆 𝒗𝒚𝒕𝒌𝒏𝒐𝒖𝒕 𝒑ř𝒆𝒅

Tedy v případě heteroskedasticity již nelze získat nevychýlený a konzistentní odhad 𝑉𝑎𝑟(𝑏|𝑋)

Pomocí 𝝈𝟐 𝑿´𝑿 −𝟏

Při heteroskedasticitě je rozptyl OLS estimatoru𝒃:

𝑉𝑎𝑟 |𝑏 𝑋 = 𝑋′𝑋 −1𝑋′σ2Ω 𝑋 𝑋′𝑋 −1

Sandwich covariance matrix



Příčiny existence heteroskedasticity

Průřezová data
Značně odlišné hodnoty v jednom modelu
Variabilita závislé proměnné (y) závisí na některé nezávislé proměnné (x)

Chybná specifikace modelu 
Vynechání „důležité“ nezávislé proměnné
Nevhodná funkční forma modelu
OBJEVENÍ HETEROSKEDASTICITY NÁS MŮŽE NAVÉST NA NOVÝ MODEL! 

Chyby v měření 
S rostoucí hodnotou endogenní proměnné dochází ke kumulaci chyb měření 
to zvyšuje rozptyl endogenní proměnné a tedy i rozptyl reziduí

𝑤𝑎𝑔𝑒 = 𝛽0 + 𝛽1𝑒𝑑𝑢𝑐 + 𝜖

log(𝑤𝑎𝑔𝑒) = 𝛽0 + 𝛽1𝑒𝑑𝑢𝑐 + 𝜖



Příklad tělo mozek 



𝑉𝑎𝑟 𝜖 𝑥 = 𝜎2. ℎ(𝑥)



𝑉𝑎𝑟 𝜖 𝑥 = 𝜎2. ℎ(𝑥)



Důsledky heteroskedasticity

Nelze použít t-test, F-test, LM-test
Konfidenční intervaly  

NEMÁ DOPAD NA ODHAD PARAMETRŮ 𝛽 – NEOVLIVNÍ ZKRESLENOST/NEZKRESLENOST pro konečný počet pozorování 
Pro velký počet pozorování „large sample“ – nemá vliv na konzistenci odhadu 

1) OLS odhad již není BLUE – má vliv na vydatnost odhadu
Tím, že pozoruje určitý „vzorec“ jak residua (náhodná složka) rostou/klesají 
tak jsme nepostihli všechny informace v modelu a proto nemůže být BLUE (best)
Bude jiný lepší (BLUE) estimator, který postihne „tuto informaci“

2) Odhad 𝑽𝒂𝒓(𝒃) bude nekonzistentní. 
My vlastně používáme špatný estimátor. 
Dopad na t,F,LM test, intervaly spolehlivosti. Jejich výsledky budou zavádějící. Viz předpoklady daných testů

𝑡 =
𝑏𝑗

𝑠𝑑 𝑏𝑗
𝐸 𝑏 = 𝛽

𝑉𝑎𝑟(𝑏) ≠ 𝝈𝟐 𝑿´𝑿 −𝟏

𝑉𝑎𝑟 ϵ 𝑋 ≠ 𝝈𝟐𝑰



Heteroskedasticita v průřezových datech

𝑉𝑎𝑟 |𝜀𝑖 𝑥𝑖 = σ𝑖
2

𝑉𝑎𝑟 |𝜀𝑖 𝑥𝑖 = ℎ(𝑥𝑖)

𝑉𝑎𝑟 |𝜖 𝑋 = ℎ(𝑋)

𝑠𝑎𝑣 = β0 + β1𝑖𝑛𝑐 + 𝜖

S rostoucím příjmem roste variabilita úspor –např. více možností
S rostoucím vzděláním roste možnost uplatnění a tedy i mezd 

𝑉𝑎𝑟 𝜖 𝑖𝑛𝑐 = 𝜎2

𝑉𝑎𝑟 𝑠𝑎𝑣 𝑖𝑛𝑐 = 𝜎2. ℎ(𝑖𝑛𝑐)

𝑉𝑎𝑟 𝜖 𝑖𝑛𝑐 = 𝜎2. ℎ(𝑖𝑛𝑐)

𝑖𝑛𝑐

𝑠𝑎𝑣

Homoskedasticita

Heteroskedasticita

𝑉𝑎𝑟 |𝜖 𝑥 = 𝑉𝑎𝑟 |𝑦 𝑥



𝑉𝑎𝑟 𝑠𝑎𝑣 𝑖𝑛𝑐 = 𝜎2 𝑉𝑎𝑟 𝜖 𝑖𝑛𝑐 = 𝜎2𝑉𝑎𝑟 𝜖 𝑥 = 𝜎2

𝑥

𝑦

𝑉𝑎𝑟 |𝜖 𝑥 = 𝑉𝑎𝑟 |𝑦 𝑥

𝑥

𝜖 Homoskedasticita

𝑥

𝜖2

𝜎2



𝑉𝑎𝑟 𝑠𝑎𝑣 𝑖𝑛𝑐 = 𝜎2. ℎ(𝑖𝑛𝑐) 𝑉𝑎𝑟 𝜖 𝑖𝑛𝑐 = 𝜎2. ℎ(𝑖𝑛𝑐)

𝑉𝑎𝑟 𝜖 𝑥 = 𝜎2. 𝑥

𝑥

𝑦

𝑉𝑎𝑟 |𝜖 𝑥 = 𝑉𝑎𝑟 |𝑦 𝑥

𝑥

𝜖

𝑥

𝜖2

Nejprve předpokládejme, že známe ℎ(𝑥)

Heteroskedasticita

ℎ 𝑥 = 𝑥2

ℎ 𝑥 = 𝑥

ℎ 𝑥 = 𝑒𝑥

𝑉𝑎𝑟 𝜖 𝑥 = 𝜎2. ℎ(𝑥)

𝑉𝑎𝑟 𝜖 𝑥 = 𝜎2. 𝑥2

𝑉𝑎𝑟 𝜖 𝑥 = 𝜎2. 𝑒𝑥



Testování heteroskedasticity

𝐻0: 𝑉𝑎𝑟 𝜖 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘 = 𝜎2𝐼

𝑦 = β0 + β1 . 𝑥1 + β2 . 𝑥2 +⋯+ β𝑘. 𝑥𝑘 + ε

𝐻0: 𝑉𝑎𝑟 𝜖𝑖 𝑥𝑖 = 𝜎2

𝑉𝑎𝑟 𝜖 𝑋 = 𝐸(𝜖2|𝑋) = 𝐸 𝜖2 = 𝜎2

𝜖2 = 𝛾0 + 𝛾1. 𝑥1 + 𝛾2. 𝑥2 +⋯+ 𝛾𝑘. 𝑥𝑘 + 𝑣

Reg.fce

𝐻0: 𝛾1 = 𝛾2 = ⋯ = 𝛾𝑘 = 0
F-test/LM test 

Základní myšlenka – ovlivňují nezávislé (X) proměnné rozptyl náhodné složky? 

𝑒2 = 𝛾0 + 𝛾1 . 𝑥1 + 𝛾2. 𝑥2 +⋯+ 𝛾𝑘. 𝑥𝑘 + 𝑣

Breusch–Pagan Test

H1: Parametry jsou sdruženě signifikantní, tedy alespoň jedna z proměnných ovlivňuje rozptyl residuí – heteroskedasticita

𝐻1: 𝑛𝑜𝑛 𝐻1



𝑒2 = 𝛼0 + 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼4𝑥1
2 + 𝛼5𝑥2

2 + 𝛼6𝑥3
2 + 𝛼7𝑥1𝑥2 + 𝛼8𝑥1𝑥3 + 𝛼9𝑥2𝑥3 + 𝑣

White test 

Pomocná regrese 

Testujeme koeficient determinace R2
Využití F testu, nebo LM testu 

𝑛. 𝑅2~𝜒2(𝑘 − 1)

𝐻0: ℎ𝑜𝑚𝑜𝑠𝑘𝑒𝑑𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐𝑖𝑡𝑎
𝐻1: ℎ𝑒𝑡𝑒𝑟𝑜𝑠𝑘𝑒𝑑𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐𝑖𝑡𝑎

𝑦 = β0 + β1 . 𝑥1 + β2 . 𝑥2 + β3 . 𝑥3 + ε

Pro BP test jsme si řekli, že nepostihne nelineární vztah mezi rozptylem náhodné složky a X
Jedno z možných řešení White test  

𝑥𝑖𝑥𝑗 𝑘𝑑𝑦 𝑖 ≠ 𝑗

𝑐𝑟𝑜𝑠𝑠 − 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑠



V případě „více“ proměnných snížený počet stupňů volnosti -10 x a 30 pozorování 

𝑒2 = 𝛼0 + 𝛼1 ො𝑦 + 𝛼2 ො𝑦2 + 𝑣
Postup:
1) Odhadnu rovnici a získám residua (e) a nafitované hodnoty ො𝑦
2) Pomocná regrese z kvadrátů residuí na nafitované hodnoty + jejich kvadráty
3) Vyhodnotím pomocí LM/F-testu



Co dělat v případě přítomnosti heteroskedasticity? 

Vy jste se učili, že je možné použít metodu zobecněných nejmenších čtverců (GLS) 
ALE, GLS má silný a v praxi téměř nereálný předpoklad, že známe tvar heteroskedasticity - 𝑉𝑎𝑟 𝜖 𝑋 = 𝜎2ℎ(𝑋)

1) Zkuste se zamyslet
Matematická logika, ekonomická teorie. Specifikoval jsem správně tvar modelu? Viz příčiny hetero. 
Mohu zkusit použít logaritmus, pokud to dává smysl.  

2) Pokud úprava modelu nevyjde
Jedinou možností jak získat konzistentní odhady 𝑉𝑎𝑟(𝑏) je použití tzv. robustních odhadů chyb. 

Jelikož případná heteroskedasticita může mít velmi citelný vliv na 𝑉𝑎𝑟(𝑏), je možné místo OLS použít tzv. FGLS
(Feasible general least squares)

Metoda FGLS vychází z GLS, kdy však neznáme  ℎ(𝑋)



Robustní odhad chyb

𝑉𝑎𝑟 𝑏 = 𝑿´𝑿 −𝟏𝑿´𝝈𝟐𝛀 𝑿 𝑿´𝑿 −𝟏

𝑉𝑎𝑟 𝜖 𝑋 = 𝝈𝟐𝛀
Robustní myslíme, že je rezistentní vůči „něčemu“ 
Zde vůči heteroskedasticitě

Heteroskedasticity-consistent, heteroscedasticity robust..

Sandwich estimator

Získat konzistentní odhad pro A není těžké መ𝐴 =
𝑋𝑇𝑋

𝑛

Estimátor poskytující konzistentní odhad matice 𝐵 odvodil White

Dnes existuje více konzistentních estimátorů matice 𝐵
• HC0 - White
• HC1
• HC2
• HC3

𝑏~𝑁(𝛽, Σ𝑏)

𝐵 =
1

𝑛


𝑖=1

𝑛

𝑒𝑖
2𝑥𝑖

𝑇𝑥𝑖

Σ𝑏 = 𝐴−1𝐵𝐴−1

𝐴𝑣𝑎𝑟 𝑏 =
Σ𝑏
𝑛
= 𝑿´𝑿 −𝟏 

𝑖=1

𝑛

𝑒𝑖
2𝑥𝑖

𝑇𝑥𝑖 𝑿´𝑿 −𝟏

Asymptoticky jsou odhady ekvivalentní, liší se však pro „malé“ vzorky
𝐴𝑣𝑎𝑟 𝑏 = 𝑿´𝑿 −𝟏 𝑿´𝛀𝑿 𝑿´𝑿 −𝟏



Zobecněná metoda nejmenších čtverců (GLS) 

Pokud pomocí testů zjistíme přítomnost heteroskedasticity – můžeme se pokusit o její nápravu 

Pro odstranění heteroskedasticity však musíme znát její formu - určíme funkční vztah závislosti 

Potom zde představená metoda (WLS) povede k vydatnějšímu odhadu než OLS 

Získáme tak „nový“ t-test a F-test, který bude mít právě t/F rozdělení 
(pokud je přítomna heteroskedasticita, OLS nám neposkytne t/F test, který má t/F rozdělení)

Vážená metoda nejmenších čtverců (WLS) 
je jedním ze speciálních případů

zobecněné metody nejmenších čtverců (GLS)  

Vy jste se učili GLS i pro případ přítomnosti autokorelace. 



𝑉𝑎𝑟 |ε 𝑖𝑛𝑐 = σ2ℎ 𝑥 > 0𝑠𝑎𝑣 = β0 + β1𝑖𝑛𝑐 + 𝜖 𝑉𝑎𝑟 |ε𝑖 𝑖𝑛𝑐𝑖 = σ2𝑖𝑛𝑐𝑖
2

„Víme“ 

S rostoucím příjmem roste variabilita úspor –např. více možností 

Vážená metoda nejmenších čtverců (GLS) 

= 𝜎2 Ω

𝑉𝑎𝑟 𝜖|𝑋 = 𝝈𝟐𝛀



𝑉𝑎𝑟 |𝜖 𝑖𝑛𝑐 = σ2𝑖𝑛𝑐2𝑠𝑎𝑣 = β0 + β1𝑖𝑛𝑐 + 𝜖

𝑉𝑎𝑟 ቚ
𝜖

𝑖𝑛𝑐
𝑖𝑛𝑐 =

𝑠𝑎𝑣

𝑖𝑛𝑐
=

β0
𝑖𝑛𝑐

+
β1𝑖𝑛𝑐

𝑖𝑛𝑐
+

𝜖

𝑖𝑛𝑐

1

𝑖𝑛𝑐2
𝑉𝑎𝑟 |𝜖 𝑖𝑛𝑐 =

1

𝑖𝑛𝑐2
σ2𝑖𝑛𝑐2 = σ2

Takto upravený rozptyl již nevykazuje heteroskedasticitu
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Postup  maticově

1) Model odhadneme pomocí MNČ 
2) Vyhodnotíme, zda-li se v modelu vyskytuje heteroskedasticita/autokorelace
3) Zjistit zda-li se nejedná o vynechanou proměnnou, nelineární vztah atd.

(případy existence heteroskedasticity/autokorelace) 
4) Nalezneme vhodnou transformační matici T 
5) Upravíme model 
6) Upravený model odhadneme pomocí MNČ 



𝑦 = 𝑋β + ε 𝑉𝑎𝑟 |ε 𝑥 = σ2Ω

𝑇. 𝑦 = 𝑇𝑋β+ 𝑇. ε
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𝑇 ´𝑇 = Ω−1Mějme matici T pro kterou platí: 

𝑦∗ = 𝑋∗β+ 𝜖∗

𝑇. σ2Ω. 𝑇′ = σ2𝑇. Ω. 𝑇′ = σ2. 𝐼σ2𝑇 𝑇 ´𝑇
−1
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𝑏𝐺𝐿𝑆 = 𝑋′𝑇′𝑇𝑋 −1. 𝑋′𝑇′𝑇𝑦

𝑏𝑂𝐿𝑆 = 𝑋∗′𝑋∗ −1. 𝑋′∗𝑦∗

Aitken estimator 
GLS estimator

ZMNČ

𝑇. 𝑦 = 𝑇𝑋β+ 𝑇. ε 𝑦∗ = 𝑋∗β+ 𝜖∗

= 𝑋′Ω−1𝑋 −1. 𝑋′Ω−1𝑦

𝑏𝐺𝐿𝑆 = 𝑋′Ω−1𝑋 −1. 𝑋′Ω−1𝑦

= 𝑋′Ω−1𝑋 −1. 𝑋′Ω−1𝑉𝑎𝑟 𝜖|𝑋 Ω−1𝑋. 𝑋′Ω−1𝑋 −1

𝑉𝑎𝑟 𝑏𝐺𝑀−𝑂𝐿𝑆|𝑋 = 𝜎2 𝑋´𝑋 −1

= 𝜎2 𝑋′Ω−1𝑋 −1

𝑉𝑎𝑟 𝑏𝐺𝐿𝑆 𝑋 = 𝜎2 𝑋′Ω−1𝑋 −1

𝑉𝑎𝑟 |𝑏𝑁𝑜𝑛𝐺𝑀−𝑂𝐿𝑆 𝑋 = σ2 𝑋′𝑋 −1. 𝑋′.Ω .𝑋. 𝑋′𝑋 −1

𝑉𝑎𝑟 𝑏𝐺𝐿𝑆 𝑋 = 𝑉𝑎𝑟[ 𝑋′Ω−1𝑋 −1. 𝑋′Ω−1𝜖]

Rozlišovat rozptyly výběrového rozdělení estimátoru OLS
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a následně provedu odhad pomocí OLS 



𝑇. 𝑦 = 𝑇𝑋β+ 𝑇. ε

𝑦∗ = 𝑋∗β+ 𝜖∗

𝑦∗ = 𝑋∗𝑏𝐺𝐿𝑆+ 𝑒∗

𝜎2∗ =
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∑𝑒∗2 𝐸( 𝜎2∗) = 𝜎2∗Již opět platí 

Opět můžeme použít t-test, F-test 

𝜖∗ ∼ 𝑁 0, 𝜎2∗

My transformujeme regresní rovnici 
Následně odhadneme metodou nejmenších čtverců 
Toto je metoda ZMNČ, GLS 
Tento odhad je již zase BLUE! 
Zpětně substituujeme pro interpretaci parametrů 

𝑏𝐺𝐿𝑆 = 𝑋′Ω−1𝑋 −1. 𝑋′Ω−1𝑦
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Feasible general least square (FGLS)

FGLS podle White
1. Odhadneme regresní model a uložíme residua (e)

2. Upravíme residua do tvaru 𝑙𝑜𝑔 𝑒2 a provedeme pomocnou regresi

3. Z bodu 2 získáme nafitované hodnoty ( ො𝑔) a upravíme tak, že ℎ = exp( ො𝑔)
4. Transformujeme rovnici 1. 

Je přítomná heteroskedasticita, co tedy dělat? 

Použít robustní odhad chyb. 
Co GLS? 
Nelze, neznáme tvar heteroskedasticity
Ale můžeme použít FGLS 
FGLS poskytuje asymptoticky vydatnější odhady, než OLS 

Cílem je odhadnout tvar ℎ(𝑋) z 𝑉𝑎𝑟 𝜖 𝑋 = 𝜎2ℎ(𝑋)



𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + ⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘 + 𝜖

𝑉𝑎𝑟 𝜖 𝑋 = 𝜎2exp(𝛾0 + 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2+. . +𝛾𝑘𝑥𝑘)

𝑙𝑜𝑔 𝑒2 = log𝜎2 + 𝛾0 + 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2+. . +𝛾𝑘𝑥𝑘 + 𝑣

𝜖2 = 𝜎2 exp 𝛾0 + 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2+. . +𝛾𝑘𝑥𝑘 𝑢
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Odhad vah je pak
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Nezbavíme se heteroskedasticity!!!
Ale je pravděpodobné, že snížíme její dopad

Odhady pomocí FGLS jsou konzistentní 
Ne však nevychýlené. 

Tade off vychýlenost vs. vydatnost

ℎ 𝑋 = exp(𝛾0 + 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2+. . +𝛾𝑘𝑥𝑘)

𝛼0



Tade off vychýlenost vs. vydatnost



Heteroskedasticita praktické otázky

1) Když máme robustní odhad chyb, proč testujeme model na přítomnost heteroskedasticity? 
Robustní odhady jsou pouze asymtoticky validní. To má dopad i na t,F, LM testy. 
Ty mají potom pouze asymptoticky t,F,𝜒2 rozdělení – tedy v případě málo pozorování, můžeme být  „hodně mimo“ UKAŽ R!

2) Máme používat FGLS v případě přítomnosti heteroskedasticity? 
Nelze jednoznačně říci, zdali skutečně FGLS poskytuje vydatnější odhady, nežli OLS. Asymptoticky však ano. 
Záleží jakou funkci h(x) použijeme. 
Ukážeme si na cviku případ silné heteroskedasticity

Vždy zkuste více testů heteroskedasticity. Pokud vyjde alespoň u jednoho z nich, že můžeme zamítnout hypotézu o 
homoskedasticite, tak automaticky berte, že je přítomna heteroskedasticita, přestože to jiný test nepotvrzuje. 

Pokud vyjde p-value u testů „blízko“ 10%, opět raději použíte robustní odhad chyb. 
Například  () pomocí simulací zjistil, že je vždy lepší použít robustní odhady chyb. 
Jiní např. s tímto závěrem zase nesouhlasí. 

Zkuste například porovnat výsledky t-testu pro „normální“ a pro robustní odhad. 

Pozor na předpoklady dalších testů – bude často potřeba použít jejich robustní verzi 



Heteroskedasticity robust F,LM-test
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