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Přepoklady KLM a Gauss – Markov teorém 

1) Lineární v parametrech 

2) NÁHODNÝM výběrem

6) 𝜖|𝑋~𝑁(0, 𝜎2𝐼)

Blue odhad - GM  

4) Není  dokonalá multikolinearita

KLM
Klasický lineární 
model 

Nezkreslený odhad  

5)𝑉𝑎𝑟 𝜖 𝑋 = 𝐸 𝜖𝜖′ = 𝜎2𝐼

3) 𝐸 𝜖 𝑋 = 𝐸 𝜖 = 0

𝑏~𝑁(𝛽, 𝜎2 𝑋′𝑋 −1)

Potom platí, že: 



Problém endogenity

Možné příčiny
• Vynechání proměnné, např. nepozorujeme jí (omitted variable biased)
• Simultálnost (vzájemné propojení) 
• Chyby v měření 
• Dynamický model – časové řady a zpožděná závisle proměnná + autokorelovaná náhodná složka

𝑦𝑥

𝜖

→ 𝑦𝑥

𝜖

→

→



𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + 𝑣

𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝜖 𝜖 = 𝛽2𝑥2 + 𝑣

𝛾1 = 𝑐𝑜𝑣(𝑥1 , 𝑥2)/𝑉𝑎𝑟(𝑥1)

𝑐𝑜𝑣 𝑥1, 𝑥2 ≠ 0

𝑝𝑙𝑖𝑚𝑏1 = 𝛽1 + 𝛽2𝛾1

𝑥2 = 𝛼0 + 𝛼1𝑥1 + 𝑢𝑣~𝑁(0, Σ𝑣) 𝑢~𝑁(0, Σ𝑣)

Co se stane, pokud nezahrneme 𝑥2 do regrese. Budeme si myslet, že DGP vypadá následovně:

𝑏1 = 𝛽1 + 𝑥1𝜖

𝑏1 = 𝛽1 + 𝑥1(𝛽2𝑥2 + 𝑣)

𝐸 𝑏1|𝑥1 = 𝛽1 + 𝐸 𝑥1𝑣|𝑥1 + 𝛽2𝐸(𝑥2𝑥1|𝑥1)

𝐸 𝑏1|𝑥1 = 𝛽1 + 𝑥1𝛽2𝐸(𝑥2|𝑥1)

𝐸 𝑥2 𝑥1 =?

Omitted variable biased



Ukázka jak vypadá nevychýlený a konzistentní odhad 
Vs. 

Vychýlený a nekonzistentní odhad 

Dopady endogenity



Jaké máme možnosti řešení? 

Co vlastně znamená endogenita proměnné. 
Proměnná je vysvětlena v rámci modelu 

Obecné řešení problému s endogenitou a konzistentní odhady 

1) Specifikovat dodatečnou rovnici(e) pro endogenní proměnné 
2) Použití instrumentální proměnné 

𝑐𝑟𝑖𝑚𝑒_𝑟𝑎𝑡𝑒 = 𝛽0 + 𝛽1𝑃𝑜𝑙𝑃𝐶 + 𝛽3𝐼𝑛𝑐𝑃𝐶 + 𝜖

𝑃𝑜𝑙𝑃𝐶 = 𝛼0 + 𝛼1𝑐𝑟𝑖𝑚𝑒𝑟𝑎𝑡𝑒+. . +𝜖

library(foreign)
download.file('http://fmwww.bc.edu/ec-
p/data/wooldridge/crime2.dta','crime2.dta',mode='wb')
crime2 <- read.dta('crime2.dta')
attach(crime2)
regrese=lm(crmrte~polpc+pcinc)
library(sandwich)
library(lmtest)
coeftest(regrese, vcov = vcovHC(regrese, type = "HC1")) 



𝑦1 = 𝛼1𝑦2 + 𝛽1𝑧1 + 𝜖1 𝑦2 = 𝛼2𝑦1 + 𝛽2𝑧2 + 𝜖2

𝐶𝑜𝑣 𝑧1 , 𝜖1 = 0

𝐶𝑜𝑣 𝑧2 , 𝜖2 = 0

Exogenní proměnné 

𝐶𝑜𝑣 𝑦1 , 𝜖2 ≠ 0

𝑪𝒐𝒗 𝒚𝟐, 𝝐𝟏 ≠ 𝟎

𝑦2 = 𝛼2(𝛼1𝑦2 + 𝛽1𝑧1 + 𝜖1) + 𝛽2𝑧2 + 𝜖2

𝑦2 = 𝛼2𝛼1𝑦2 + 𝛼2𝛽1𝑧1 + 𝜶𝟐𝝐𝟏+ 𝛽2𝑧2 + 𝜖2

Mezi proměnnými již neexistuje zpětná vazba
všechny endogenní proměnné jako funkce pouze predeterminovaných proměnných

Není splněno GM 

„Simultaneity bias“ 
Odhad bude zkreslený a nebude konzistentní 

Endogenní proměnné 

𝑦2 = 𝛼2𝛼1𝑦2 + 𝛼2𝛽1𝑧1 + 𝜶𝟐𝝐𝟏+ 𝛽2𝑧2 + 𝜖2 𝐶𝑜𝑣 𝑧2 , 𝜖2 = 0 𝐶𝑜𝑣 𝑧1 , 𝜖2 = 0 𝐶𝑜𝑣 𝑦2 , 𝜖2 = 0

Vzájemná vazba – model simultánní rovnice



𝐶𝑡 = 𝛽0 + 𝛽1𝑌𝑡 + 𝜖𝑡1

𝑌𝑡 = 𝐶𝑡 + 𝐼𝑡

Máme 2 endogenní proměnné 𝐶𝑡, 𝑌𝑡
A 1 exogenní 𝐼𝑡- předpokládáme, že je exo. 

Při odhadu spotřební fce pomocí OLS, nedostaneme konzistentní odhady

𝐶𝑡 = 𝛽0 + 𝛽1(𝐶𝑡 + 𝐼𝑡) + 𝜖𝑡1

𝐶𝑡 =
𝛽0

1− 𝛽1
+

𝛽1
1 − 𝛽1

𝐼𝑡 +
𝜖𝑡1

1 − 𝛽1
Nyní již můžeme použít OLS

Jednoduchý keynesiánský model



Instrumentální proměnná 

Představme si, že najdeme proměnnou z, pro kterou platí: 
1) Je korelovaná s x - 𝐸 𝑧′𝑥 ≠ 0
2) Je exogenní  - 𝐸 𝑧′𝜖 = 0

𝑦𝑥

𝜖

→

→

𝑧 →

Tuto proměnnou z nazveme instrumentální proměnnou a nebo instrumentem 

Podmínka 1)  se nazývá podmínka relevance 
Podmínka 2) se nazývá podmínkou exogenity

Zatím předpokládejme, že máme 1 instrument a 1 endogenní regresor



log 𝑤𝑎𝑔𝑒 = 𝛽0 + 𝛽1𝑒𝑑𝑢𝑐 + 𝜖

log 𝑤𝑎𝑔𝑒 = 𝛽0 + 𝛽1𝑒𝑑𝑢𝑐 + 𝛽2𝑎𝑏𝑖𝑙 + 𝜖

log 𝑤𝑎𝑔𝑒 = 𝛽0 + 𝛽1𝑒𝑑𝑢𝑐 + 𝛽2𝐼𝑄 + 𝜖

abil nejsme schopni měřit a dá se předpokládat, že 𝐶𝑜𝑟𝑟 𝑒𝑑𝑢𝑐, 𝑎𝑏𝑖𝑙 > 0

Pokud vynecháme 𝑎𝑏𝑖𝑙

Dostaneme nekonzistentní odhady

Nyní je třeba rozlišit dva druhy proměnných. Proxy proměnná a instrumentální proměnná.
Proxy proměnnou použijeme, pokud nejsme schopni získat data o regresoru, zde abil. 
Požadujeme, aby byla proxy proměnná s abil. korelovaná.
To je například IQ  

Bude IQ i vhodná IV proměnná?

Podmínka 1)  se nazývá podmínka relevance – OK
Podmínka 2) se nazývá podmínkou exogenity - NE 



Problém identifikace 

Zatím jsme předpokládali, že máme máme jednu „problematickou“ proměnnou a jednu instrumentální proměnnou 

Mohou však nastat tři situace 

1) Počet instrumentálních proměnných je více než endogenních regresorů – Over-identified
2) Počet instrumentálních proměnných je menší, než počet endogenních regresorů – Under - identifiend
3) Počet instrumentálních proměnných je roven počtu endogenních regresorů – Just – identifed

Případ 2) nemusíme dále řešit, jelikož v takové případě získáme nekonečně mnoho řešení



Počet instrumentálních proměnných je roven počtu endogenních regresorů – Just – identifed

log 𝑤𝑎𝑔𝑒 = 𝛽0 + 𝛽1𝑒𝑑𝑢𝑐 + 𝜖

Využijeme například vzdělání otce. 
Dá se očekávat, že vzdělání otce ovlivní i vzdělání daného jedince a nebude mít vliv na jeho schopnosti 
Obecně je však velký problém najít vhodnou IV 

𝑦 = 𝑋𝛽 + 𝜖

𝑍′𝑦 = 𝑍′𝑋𝛽 + 𝑍′𝜖

A co se pak v průměru děje? Aplikujeme střední hodnotu 𝐸

𝐸(𝑍′𝑦) = 𝐸(𝑍′𝑋𝛽) + 𝐸 𝑍′𝜖

𝐸(𝑍′𝑦) = 𝛽𝐸(𝑍′𝑋)

𝐸 𝑍′𝑋 −1𝐸(𝑍′𝑦) = 𝛽

Odhad je pak: 

𝑏𝑖𝑣 = 𝑍′𝑋 −1(𝑍′𝑦)



Trocha matematiky 

𝑏𝑖𝑣 = 𝑍′𝑋 −1(𝑍′𝑦)

𝑏𝑖𝑣 = 𝑍′𝑋 −1𝑍′(𝑋𝛽 + 𝜖)

𝑏𝑖𝑣 = 𝑍′𝑋 −1𝑍′𝑋𝛽 + 𝑍′𝑋 −1𝑍′𝜖

𝑏𝑖𝑣 = 𝛽 + 𝑍′𝑋 −1𝑍′𝜖

𝑝𝑙𝑖𝑚 𝑏𝑖𝑣 = 𝛽 + 𝑝𝑙𝑖𝑚
𝑍′𝑋

𝑛

−1

𝑝𝑙𝑖𝑚
𝑍′𝜖

𝑛

𝑝𝑙𝑖𝑚 𝑏𝑖𝑣 = 𝛽

𝑝𝑙𝑖𝑚 𝑏𝑜𝑙𝑠 = 𝛽 + 𝑝𝑙𝑖𝑚
𝑋′𝑋

𝑛

−1

𝑝𝑙𝑖𝑚
𝑋′𝜖

𝑛

𝑝𝑙𝑖𝑚 𝑏𝑜𝑙𝑠 ≠ 𝛽



Statistické vlastnosti IV

Pro jednoduchost, budeme předpokládat přímkovou regresi.
Za předpokladu homoskedasticity, má 𝑏𝑖𝑣 rozptyl. 

IV odhad má asymptoticky normální rozdělení – můžeme použít t,LM testy. 
Ty však také mají pouze asymptotické rozdělení při platnosti H0 

F test se u IV nepoužívá, jelikož u IV neplatí SST=SSR+SSE a tedy ani R2 nepoužíváme k vyhodnocení modelu

𝑉𝑎𝑟 𝑏𝐼𝑉1 =
𝜎𝜖
2

∑ 𝑥1 − ҧ𝑥1 𝑅𝑥,𝑧
2

𝜎𝜖
2 − 𝑟𝑜𝑧𝑝𝑡𝑦𝑙 𝑛áℎ𝑜𝑑𝑛é 𝑠𝑙𝑜ž𝑘𝑦 𝜖

𝑅𝑥,𝑧
2 − 𝑘𝑜𝑒𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡 𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑐𝑒 𝑧 𝑟𝑒𝑔𝑟𝑒𝑠𝑒

𝑥 = 𝛼0 + 𝛼1𝑧 + 𝑣

Chceme, aby 𝛼1 bylo stat. Významné. Proč? 



Počet instrumentálních proměnných je více než endogenních proměnných 

Jedna z možností je vybrat jednu z IV. 
Máme však lepší možnost – můžeme získat vydatnější odhad! 

Pokud pro jednotlivé IV platí podmínka exogenity a relevance, tak pak jsou podmínky splněny i pro jejich lineární kombinaci
Nejlepším instrumentem  (poskytující nejnižší rozptyl) je pak tato lineární kombinace  

Tím se dostáváme k metodě odhadu (estimátoru) dvoustupnové metody nejmenších čtverců 2SLS
Cílem je nahradit endogenní regresor nafitovanou hodnotou, získanou z lineární kombinace IV 



Stupeň I

𝑦1 = 𝛽0 + 𝛽1𝑦2 + 𝛽2𝑥1 + 𝜖 1) 𝐶𝑜𝑣(𝑦2 , 𝜖) ≠ 0

Dále máme exogenní proměnné 𝑧1, 𝑧2
Předpokládejme, že 𝑧1, 𝑧2 jsou korelována s 𝑦2 a nekorelována s 𝜖
Potom libovolná lineární kombinace 𝑧1 , 𝑧2, 𝑥1 bude též nekorelována s 𝜖

Cílem je najít takovou lineární kombinaci, která bude nejvíce korelována s 𝑦2

2) 𝐶𝑜𝑣 𝑥1, 𝜖 = 0

𝑦2 = 𝜋0 + 𝜋1𝑧1 + 𝜋2𝑧2 + 𝜋3𝑥1 + 𝑣

𝜋1 ≠ 0 𝑛𝑒𝑏𝑜 𝜋2 ≠ 0
𝑡𝑒𝑠𝑡𝑜𝑣á𝑛í 𝑝𝑜𝑚𝑜𝑐í 𝐹 − 𝑡𝑒𝑠𝑡𝑢

Odhadneme pomocí OLS  

ෝ𝒚𝟐 = ො𝜋0 + ො𝜋1𝑧1 + ො𝜋2𝑧2 + ො𝜋3𝑥1



Stupeň II

ො𝑦2 = ො𝜋0 + ො𝜋1𝑧1 + ො𝜋2𝑧2 + ො𝜋3𝑧3

𝑦1 = 𝛽0 + 𝛽1𝑦2 + 𝛽2𝑥1 + 𝜖 1) 𝐶𝑜𝑣(𝑦2 , 𝜖) ≠ 0

2) 𝐶𝑜𝑣 𝑥1, 𝜖 = 0

𝑦1 = 𝛽0 + 𝛽1ෝ𝒚𝟐 + 𝛽2𝑥1 + 𝜖

1) Provedeme odhad endogenní proměnné na IV a ostatních exogenních regresorů
2) Získáme nafitované hodnoty 
3) Nahradíme endogenní regresor, nafitovanou (vyrovnanou) hodnotou z bodu 2
4) Odhadneme upravenou původní rovnici 

Jinak pozor, pokud si sami budete dělat odhad pomocí 1—4, tak odhady Var(b) nebudou konzistentní. 
Když použijete „nějaký“ software pro IV, tak ten již poskytuje konzistentní odhady Var(b) 



Matematicky vlastně pouze nahradíme Z za X

𝑏𝑖𝑣 = 𝑍′𝑋 −1(𝑍′𝑦)

𝑏2𝑆𝐿𝑆 = 𝑋′𝑋
−1
( 𝑋′𝑦)



Weak instrument 

Je logické, že čím silnější vazba mezi z a x existuje, tím lépe. 
Přesnějši řečeno, rozptyl odhadu b, bude menší. Pro jednoduchost opět použijeme pouze příklad přímkové regrese: 

𝑉𝑎𝑟 𝑏1 =
𝜎𝜖
2

∑ 𝑥1 − ҧ𝑥1 𝑅𝑥,𝑧
2

𝑅𝑥,𝑧
2 → 1 tak 𝑉𝑎𝑟 𝑏 → 0

Ale co když 𝑅𝑥,𝑧
2 → 0 tak 𝑉𝑎𝑟 𝑏 →?

Čím bude slabší vztah mezi endogenním regresorem a IV, tím větší rozptyl bude mít odhad IV
Toto je problém „weak instrument“

𝑝𝑙𝑖𝑚 𝑏1,𝑜𝑙𝑠 = 𝛽1 + 𝑐𝑜𝑟𝑟(𝑥, 𝜖) ×
𝜎𝜖
𝜎𝑥

𝑝𝑙𝑖𝑚 𝑏1,𝑖𝑣 = 𝛽1 +
𝑐𝑜𝑟𝑟 𝑧, 𝜖

𝑐𝑜𝑟𝑟(𝑧, 𝑥)
×
𝜎𝜖
𝜎𝑥

𝑐𝑜𝑟𝑟 𝑧, 𝜖

𝑐𝑜𝑟𝑟(𝑧, 𝑥)
> 𝑐𝑜𝑟𝑟(𝑥, 𝜖)

Je lepší použít OLS, než IV



Bias vs variance 𝑂𝐿𝑆

𝑊𝑒𝑎𝑘 𝑖𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑚𝑒𝑛𝑡

𝑐𝑜𝑟𝑟 𝑧, 𝜖

𝑐𝑜𝑟𝑟(𝑧, 𝑥)
> 𝑐𝑜𝑟𝑟(𝑥, 𝜖)

Je lepší použít OLS, než IV



Testování endogenity

Jak máme zjistit, zdali použít 2SLS a nebo OLS? 

Pokud nebude přítomna endogenita, tak by se měly odhady lišit pouze z důvodu sampling error
V případě endogenity, by však měl být rozdíl mezi odhady významný.
Hrubě řečeno testujeme následující hypotézu:  

𝐻0: 𝑏2𝑆𝐿𝑆 − 𝑏𝑂𝐿𝑆 = 0

𝐻1: 𝑏2𝑆𝐿𝑆 − 𝑏𝑂𝐿𝑆 ≠ 0

Metoda 𝐻0: exogenita 𝐻1: exogenita

OLS Konzistetní, vydatný Nekonzistetní

2SLS Konzistetní, není vydatný Konzistentní 

𝑉𝑎𝑟 𝑏𝐼𝑉,1 =
𝜎𝜖
2

∑ 𝑥1 − ҧ𝑥1 𝑅𝑥,𝑧
2𝑉𝑎𝑟 𝑏𝑂𝐿𝑆,1 =

𝜎𝜖
2

∑ 𝑥1 − ҧ𝑥1

Hausmann test

Předpoklady:
• Není hetero, ani autokorelace
• Odhady se řídí normálním rozdělením
• Při H0 𝜒2 𝑘 𝑟𝑜𝑧𝑑ě𝑙𝑒𝑛í
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