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Konečné metody 

𝐀 𝐱 =  𝐛,    A je regulární, potom existuje právě jedno řešení 
 

• Gaussova eliminace 

 

• Cramerovo  pravidlo 

 

• Inverzní  maticí 

 

• LU rozklad 

 



LU rozklad 

𝑎11 𝑎12 𝑎13 ⋯ 𝑎1𝑛𝑎21 𝑎22 𝑎23 ⋯ 𝑎2𝑛⋯𝑎𝑛−1,1𝑎𝑛1 ⋯⋯𝑎𝑛2 ⋯⋯𝑎𝑛3 ⋯⋯⋯ ⋯𝑎𝑛−1,𝑛𝑎𝑛𝑛 = 

 

= 

1 0 ⋯ 0 0𝑙21 1 ⋯ 0 0⋯𝑙𝑛−1,1𝑙𝑛1 ⋯⋯𝑙𝑛2 ⋯⋯⋯ ⋯1𝑙𝑛,𝑛−1 ⋯01
𝑢11 𝑢12 𝑢13 ⋯ 𝑢1𝑛0 𝑢22 𝑢23 ⋯ 𝑢2𝑛0⋯0 0⋯0  𝑢33⋯0 ⋯⋯⋯ 𝑢3𝑛⋯𝑢𝑛𝑛  



LU  rozklad  

L  je dolní (lower) trojúhelníková matice, 𝑙𝑖𝑖 = 1 
U je horní (upper) trojúhelníková matice 

Rozklad matice  A = LU  je určen jednoznačně. 
 𝑢11 = 𝑎11 
  𝑙𝑖1 = 𝑎𝑖1 𝑢11 , 𝑖 = 2,⋯ , 𝑛 𝑢1𝑘 = 𝑎1𝑘 𝑢𝑖𝑘 = 𝑎𝑖𝑘 − 𝑙𝑖𝑗𝑢𝑗𝑘𝑖−1

𝑗=1 , 𝑖 = 2,⋯ , 𝑘 
 𝑙𝑖𝑘 = 1𝑢𝑘𝑘 𝑎𝑖𝑘 − 𝑙𝑖𝑗𝑢𝑗𝑘𝑘−1

𝑗=1 , 𝑖 = 𝑘 + 1,⋯ , 𝑛, 𝑘 = 2,⋯ , 𝑛 
 

 

   



LU pro třídiagonální matice 

𝑏1𝑎20 𝑐1𝑏2𝑎3 0 0 …𝑐2 0 …𝑏3 𝑐3 …… … … … …0 … 0 𝑎𝑛 𝑏𝑛 = 

                                           = 𝛽1𝛼20 0𝛽2𝛼3 0 0 …0 0 …𝛽3 0 …… … … … …0 0 … 𝛼𝑛 𝛽𝑛
10… 𝑢21… 0 0 …𝑢3 0 …… … …0 0 … 1 𝑢𝑛0 0 0 … 1  



𝑏1𝑎20 𝑐1𝑏2𝑎3 0 0 …𝑐2 0 …𝑏3 𝑐3 …… … … … …0 … 0 𝑎𝑛 𝑏𝑛 =
𝛽1𝛼20 𝛽1𝑢2𝛼2𝑢2 + 𝛽2𝛼3      0        0 …𝛽2𝑢3    0 …𝛼3𝑢3 + 𝛽3 𝛽3𝑢4 …… … … … …0 … 0 𝛼𝑛 𝛼𝑛𝑢𝑛 + 𝛽𝑛  

                                              𝛽1= 𝑏1                                       𝑢2 = 𝑐1𝛽1 
               𝛼2 = 𝑎2              𝛽2 = 𝑏2 − 𝛼2𝑢2                                𝑢3 = 𝑐2𝛽2 
             ………………………………………….. 

           𝛼𝑛−1 = 𝑎𝑛−1     𝛽𝑛−1 = 𝑏𝑛−1 − 𝛼𝑛−1𝑢𝑛−1            𝑢𝑛 = 𝑐𝑛−1𝛽𝑛−1                                            𝛼𝑛= 𝑎𝑛             𝛽𝑛 = 𝑏𝑛 − 𝛼𝑛𝑢𝑛                           



 

Norma matice 

 
Norma 𝐴  čtvercové matice A je číslo 

  𝐴 ≥ 0, 
 

• 𝐴 = 0  ⇔  𝐴 = 0, 
• 𝛼𝐴 = 𝛼 ∙ 𝐴 , 

• 𝐴 + 𝐵 ≤ 𝐴 + 𝐵 , 
• 𝐴𝐵 ≤ 𝐴 ∙ 𝐵 ⇒  

     𝐴𝑥 ≤ 𝐴 𝑥   

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Normy matic 

• Řádková norma matice 𝐴 𝑅 = max𝑖=1,⋯,𝑛 𝑎𝑖𝑗𝑛
𝑗=1  

• Sloupcová norma matice 𝐴 𝑆 = max𝑗=1,⋯,𝑛 𝑎𝑖𝑗𝑛
𝑖=1  

• Euklidovská norma matice 

𝐴 𝐸 =  𝑎𝑖𝑗2𝑛
𝑖,𝑗=1  

  

 



 𝐴 𝐴−1  číslo podmíněnosti 
 

Podmíněnost soustavy (matice) 𝐴𝑥 = 𝑏: 
Chybou zatížené  řešení a pravá strana   
          𝐴 𝑥 + 𝛿𝑥 = 𝑏 + 𝛿𝑏, 𝐴 𝑥 + 𝛿𝑥 − 𝐴𝑥 = 𝑏 + 𝛿𝑏 − 𝑏 ⇒ 𝐴 𝛿𝑥 = 𝛿𝑏 
                         𝛿𝑥 = 𝐴−1𝛿𝑏. 
Pro normy    𝛿𝑥 ≤ 𝐴−1 𝛿𝑏 ,   

                         𝑏 ≤ 𝐴 𝑥 ,  
                𝑏 𝛿𝑥 ≤ 𝐴 𝐴−1 𝑥 𝛿𝑏 .  

 

 Relativní chyba      
𝛿𝑥𝑥 ≤ 𝐴 𝐴−1 𝛿𝑏𝑏 . 

 

 



 

Iterační metody pro 𝐴𝑥 = 𝑏  
 

Iterační tvar:                   𝐴𝑥 = 𝑏 ⇒ 𝑥 = 𝐵𝑥 + 𝑐 
 

Posloupnost postupných aproximací: 𝑥 0 , 𝑥 𝑘+1 = 𝐵𝑥 𝑘 + 𝑐  
 

Podmínka pro konec procesu: počet členů posloupnosti nebo 𝑥 𝑘+1 − 𝑥 𝑘 < 𝜀 
Postačující podmínka konvergence:                                                             𝐵 ≤ 𝑞 < 1, 



Chyba výpočtu 

 𝐱 𝑘 − 𝐱∗ = 𝑩 𝐱(𝑘−1) − 𝑩 𝐱∗ = 

 = 𝑩 𝐱 𝑘 − 𝐱∗ + 𝐱 𝑘−1 − 𝐱 𝑘  

 𝐱 𝑘 − 𝐱∗ ≤ 𝑞1−𝑞 𝜀. 
 lim𝑘→∞ 𝐱 𝑘 = 𝐱∗ , 𝑨𝐱∗ = 𝐛  

 



Jacobiova metoda 

𝑨 = 𝑫+ 𝑪,           

D  je diagonálně dominantní,    𝑐𝑖𝑖 = 0 𝑫+ 𝑪 𝐱 = 𝐛, 
                                                         𝑫𝐱 = −𝑪𝐱 + 𝐛 

                                                            𝐱 = −𝑫−1𝑪𝐱 + 𝑫−1𝐛  
 𝑥𝑖 𝑘+1 = 1𝑎𝑖𝑖 𝑏𝑖 −  𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 𝑘𝑛

𝑗=1,𝑗≠𝑖 ,  𝑖 = 1,⋯ , 𝑛 
                                                                  

 

 



Řešení  soustavy:  
1 1 −54 1 −22 5 2 𝑥1𝑥2𝑥3 = 445  ,     

 

 

Diagonálně dominantní soustava:   
4 1 −22 5 21 1 −5 𝑥1𝑥2𝑥3 = 454 , 

 

Rekurentní vzorec: 

                𝑥1𝑥2𝑥3
(𝑘+1)= 0 − 14 12− 25 0 − 2515 15 0

𝑥1𝑥2𝑥3
𝑘 + 11− 45  

  

𝑥 4 − 𝑥 3 = 0.44217, q = 
45 , 𝑞1−𝑞 = 4, 𝑥∗ = 12 , 1, − 12  



 𝑥 0 = 000 ,    𝑥 1 = 11− 45 ,     𝑥 2 = 7202325− 25 ,  

 

𝑥 3 = 571005150− 273500 =
0.571.02−0.546 ,   𝑥 4 = 59125904625− 241500 =

0.4721.4464−0.482  

  q = 
45 , 𝑞1−𝑞 = 4, 

 

  𝑥 4 − 𝑥 3 = 0.44217 
 

Přesné řešení: 𝑥∗ = 12 , 1, − 12  



Gauss-Seidlova  metoda 

 𝑥𝑖 𝑘+1 = 1𝑎𝑖𝑖 𝑏𝑖 −  𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗𝑘𝑛
𝑗=𝑖+1 − 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗𝑘+1𝑖−1

𝑗=1  

 
Symbolický zápis: 

 𝐱 𝑘+1 = 𝐛 +𝑈𝛻𝐱 𝑘 + 𝐿∆𝐱 𝑘+1  

 



  𝑥1𝑥2𝑥3
(𝑘+1) = 0 −14 120 0 −250 0 0

𝑥1𝑥2𝑥3
𝑘 + 0 0 0−25 0 015 15 0

𝑥1𝑥2𝑥3
𝑘+1 + 11−45  

 

𝑥 0 = 000 ,  𝑥 1 =
135− 1225 =

10.6−0.48 , 𝑥 2 = 0.610.948−0.4884   

Řešení  soustavy:  
1 1 −54 1 −22 5 2 𝑥1𝑥2𝑥3 = 445  ,     



Vlastní čísla matice 

 𝐴𝐱 = 𝜆𝐱 ⇒ 𝐴 − 𝜆𝐸 𝐱 = 𝐨 
 λ – vlastní číslo,  

 𝐱 ≠ 𝐨 – vlastní vektor 

 𝐴 − 𝜆𝐸 = 0  charakteristická rovnice 

 

 

 

 

 

 

 



A symetrická matice 

 

• Všechna vlastní čísla  jsou reálná. 

• Různým vlastním číslům  odpovídají ortogonální 
vlastní vektory. 

• k-násobnému vlastnímu číslu  odpovídá 
k ortogonálních vektorů. 

• Pozitivně definitní matice má vlastní čísla kladná. 
 

 



Mocninná metoda pro 𝐴𝒙 = 𝜆𝒙  
𝜆1 > 𝜆2 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑛  

 𝒙 0 = 𝛼1𝒖1 +⋯+ 𝛼𝑛𝒖𝑛 

 𝒙 1 = 𝐴𝒙 0 = 𝛼1𝐴𝒖1 +⋯+ 𝛼𝑛𝐴𝒖𝑛 

 𝒙 1 = 𝛼1𝜆1𝒖1 +⋯+ 𝛼𝑛𝜆𝑛𝒖𝑛 

…………. 𝒙 𝑘 = 𝐴𝒙 𝑘−1 = 𝛼1𝜆1𝑘−1𝐴𝒖1 +⋯𝛼𝑛𝜆𝑛𝑘−1𝐴𝒖𝑛 
 𝒙 𝑘 = 𝛼1𝜆1𝑘𝒖1 +⋯+ 𝛼𝑛𝜆𝑛𝑘𝒖𝑛 

 

 

 

  



Mocninná metoda pro 𝐴𝒙 = 𝜆𝒙  
𝒙 𝑘 = 𝜆1𝑘 𝛼1𝒖1 +𝒘𝑘  

 𝒙 𝑘+1 = 𝜆1𝑘+1 𝛼1𝒖1 +𝒘𝑘+1  

 𝑤𝑘𝑗 = 𝛼2 𝜆2𝜆1 𝑘 𝑢2𝑗 + 𝛼3 𝜆3𝜆1 𝑘 𝑢3𝑗+….. 

 lim𝑘→∞ 𝑥𝑗 𝑘+1𝑥𝑗 𝑘 = lim𝑘→∞ 𝜆1𝑘+1𝜆1𝑘 = 𝜆1 



Maximální vlastní číslo matice:  𝐴 = 4 1 01 2 10 1 1 , 𝐱(0) = 111  

𝐴𝐱(0)  𝐴2𝐱(0) 𝐴3𝐱(0) 𝐴4𝐱(0) 𝐴5𝐱(0) 𝐴6𝐱(0)  𝐴7𝐱(0)  𝐴8𝐱(0) 𝐴9𝐱(0) 𝐴10𝐱(0)  
5 24 111 504 2268 10161 45433 202833 905238 4038939 

4 15 60 252 1089 4779 21141 93906 417987 1862460 

2 6 21 81 333 1422 6201 27342 121248 539235 

𝑥110𝑥19 = 4.462, 𝑥210𝑥29 = 4.456, 𝑥310𝑥39 = 4.447 
𝜆1 = 13 4.462 + 4.456 + 4.447 = 4.447 ≐ 4.46 𝐮1 = 4 038 939,1 862 460,539 235  

Zdroj: autor 


