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Parciální diferenciální rovnice 

𝐹 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛, 𝑧, 𝜕𝑧𝜕𝑥1 , ⋯ , 𝜕𝑧𝜕𝑥𝑛 , ⋯ = 0  

pro funkci 𝑧 = 𝑧 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛 . 

Řád nejvyšší derivace je řádem rovnice. 
 

Řešení rovnice: 

• Cauchyův  problém: řešení s počáteční podmínkou 

• Dirichletův problém: řešení s okrajovými podmínkami 
• Neumannův problém: spojité řešení se spojitými 1.derivacemi 

a danými hodnotami na hranici množiny. 
 

 

 



 

Parciální diferenciální rovnice 1. řádu 

 

 𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜕𝑧𝜕𝑥 , 𝜕𝑧𝜕𝑦 = 0 

 

je rovnice pro funkci  𝑧 = 𝑧 𝑥, 𝑦     nezávisle proměnných x, y.  

 

Graf funkce z je plocha. 

 



Parciální diferenciální lineární rovnice 1.ř. 

𝑃 𝜕𝑧𝜕𝑥 + 𝑄 𝜕𝑧𝜕𝑦 = 𝑅, 
kde P, Q, R jsou funkce proměnných x, y, z. 

Je-li funkce z daná implicitní rovnicí 𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 0, potom  její parciální 

derivace jsou 

 𝜕𝐹𝜕𝑥 + 𝜕𝐹𝜕𝑧 𝜕𝑧𝜕𝑥 = 0, 𝜕𝐹𝜕𝑦 + 𝜕𝐹𝜕𝑧 𝜕𝑧𝜕𝑦 = 0 

a po dosazení do  diferenciální rovnice je 

 𝑃 𝜕𝐹𝜕𝑥 + 𝑄 𝜕𝐹𝜕𝑦 + 𝑅 𝜕𝐹𝜕𝑧 = 0. 
 

 



Lineární rovnice 1. ř. 

Porovnáním s totálním diferenciálem funkce  F  

 𝜕𝐹𝜕𝑥 𝑑𝑥 + 𝜕𝐹𝜕𝑦 𝑑𝑦 + 𝜕𝐹𝜕𝑧 𝑑𝑧 = 0 

 

dostaneme soustavu (tří) obyčejných diferenciálních rovnic 
v kanonickém tvaru 𝑑𝑥𝑃 = 𝑑𝑦𝑄 = 𝑑𝑧𝑅 . 
 



 

Parciální diferenciální rovnice 2. řádu 

 𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑧𝑥 , 𝑧𝑦 , 𝑧𝑥𝑥 , 𝑧𝑥𝑦 , 𝑧𝑦𝑦 = 0. 
 

Lineární rovnice 2. ř.  pro funkci   𝑧 = 𝑧 𝑥, 𝑦 ∶ 
 𝐴11 𝜕2𝑧𝜕𝑥2 + 2𝐴12 𝜕2𝑧𝜕𝑥𝜕𝑦 + 𝐴22 𝜕2𝑧𝜕𝑦2 + 𝐵1 𝜕𝑧𝜕𝑥 + 𝐵2 𝜕𝑧𝜕𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0, 
 

kde  𝐴𝑖𝑗 , 𝐵𝑘 , 𝐶, 𝐷 jsou spojité funkce  𝑥, 𝑦. 
 

 



Lineární rovnice 2. ř. 

 𝐴11 𝜕2𝑧𝜕𝑥2 + 2𝐴12 𝜕2𝑧𝜕𝑥𝜕𝑦 + 𝐴22 𝜕2𝑧𝜕𝑦2 + 𝐵1 𝜕𝑧𝜕𝑥 + 𝐵2 𝜕𝑧𝜕𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷= 0, 
 

 𝐴11𝐴22 − 𝐴12 2 > 0  𝐴11𝐴22 − 𝐴12 2 < 0 𝐴11𝐴22 − 𝐴12 2 = 0  ⇨ rovnice nazývá 

eliptickáhyperbolickáparabolická    

 

na 𝐌 ⊂ 𝐑2. 

 

 



Kanonický tvar rovnice 

 

Eliptická a hyperbolická rovnice: 

 𝜕2𝑧𝜕𝑥2 ± 𝜕2𝑧𝜕𝑦2 + 𝑎1 𝜕𝑧𝜕𝑥 + 𝑎2 𝜕𝑧𝜕𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0   

 

Parabolická rovnice: 

 𝜕2𝑧𝜕𝑦2 + 𝑎1 𝜕𝑧𝜕𝑥 + 𝑎2 𝜕𝑧𝜕𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0   

 



Eliptická rovnice 

Laplaceova:  

 
𝜕2𝑢𝜕𝑥2 + 

𝜕2𝑢𝜕𝑦2 + 𝜕2𝑢𝜕𝑧2 = 0 

 

Poisonova:  

  
𝜕2𝑢𝜕𝑥2 + 

𝜕2𝑢𝜕𝑦2 + 𝜕2𝑢𝜕𝑧2 = 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧  

 

 



Hyperbolická rovnice 

Vlnová rovnice:  

 
𝜕2𝑢𝜕𝑡2 = 𝜕2𝑢𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑢𝜕𝑦2 + 𝜕2𝑢𝜕𝑧2 

 

Kmitání struny:  

   
𝜕2𝑢𝜕𝑡2 = 𝜕2𝑢𝜕𝑥2 

 



Parabolická rovnice 

Rovnice vedení tepla:  

    
𝜕𝑢𝜕𝑡 = 𝜕2𝑢𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑢𝜕𝑦2 + 𝜕2𝑢𝜕𝑧2 + 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡  

 

Black–Scholesova rovnice 

    
𝜕𝑓𝜕𝑡 + 𝑟𝑆 𝜕𝑓𝜕𝑆 + 12 𝜎2𝑆2 𝜕2𝑓𝜕𝑆2 = 𝑟𝑓 

 



 

Black–Scholesova rovnice 

 𝜕𝑓𝜕𝑡 + 𝑟𝑆 𝜕𝑓𝜕𝑆 + 12 𝜎2𝑆2 𝜕2𝑓𝜕𝑆2 = 𝑟𝑓 

 

• f  je cena opce, funkce cen akcií S v čase t 
• r  je bezriziková úroková sazba 

• 𝜎  je volatilita akcií 

 



 

Okrajové podmínky: 

 
Pro evropskou call opci (kupní právo): 

• 𝑓 𝑆, 𝑇 = max𝑆 𝑆 − 𝐾, 0 , 𝑓 0, 𝑡 = 0, 𝑓 𝑆𝑚𝑎𝑥 , 𝑡 = 𝑆𝑚𝑎𝑥 − 𝐾𝑒−𝑟 𝑇−𝑡  

 

Pro evropskou put opci (prodejní právo): 

• 𝑓 𝑆, 𝑇 = max𝑆 𝐾 − 𝑆, 0 , 𝑓 𝑆𝑚𝑎𝑥 , 𝑡 = 0, 𝑓 0, 𝑡 = 𝑆𝑚𝑎𝑥 − 𝐾𝑒−𝑟 𝑇−𝑡  

 



Metoda sítí 

pro diferenciální rovnice 



Okrajová úloha 

Lineární diferenciální rovnice 2.ř. 
 𝑦′′ + 𝑝 𝑥 𝑦′ + 𝑞 𝑥 𝑦 = 𝑓 𝑥  

 

Okrajové podmínky:  𝑦0 = 𝑡0, 𝑦𝑛 = 𝑡1 

 𝑥𝑖 = 𝑥0 + 𝑖ℎ,  ℎ = 1𝑛 𝑏 − 𝑎 , 𝑖 = 0, ⋯ , 𝑛, 𝑦 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖  
 

Dosazením diferencí za derivace ⇾ síťová rovnice 

 

 

 



Numerická derivace 

• Diference vpřed: 𝑓′ 𝑥 ≐ 𝑓 𝑥+ℎ −𝑓 𝑥ℎ  

 

• Diference vzad: 𝑓′ 𝑥 ≐ 𝑓 𝑥 −𝑓 𝑥−ℎℎ  

 

• Centrální diference: 𝑓′ 𝑥 ≐ 𝑓 𝑥+ℎ −𝑓 𝑥−ℎ2ℎ  

 

• 2.centrální diference: 𝑓′′ 𝑥 ≐ 𝑓 𝑥+ℎ −2𝑓 𝑥 +𝑓 𝑥−ℎℎ2  

 



Síťová rovnice  

𝑦′′ + 𝑝 𝑥 𝑦′ + 𝑞 𝑥 𝑦 = 𝑓 𝑥  

 𝑦𝑖+1 − 2𝑦𝑖 + 𝑦𝑖−1ℎ2 + 𝑝𝑖 𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖−12ℎ + 𝑞𝑖𝑦𝑖 = 𝑓𝑖, 
  𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛 − 1 

 𝑛 − 1  rovnic pro 𝑛 + 1 neznámých hodnot 𝑦𝑖 



 2 − ℎ𝑝𝑖 𝑦𝑖−1 + 2ℎ2𝑞𝑖 − 4 𝑦𝑖 + 2 + ℎ𝑝𝑖 𝑦𝑖+1 = 2𝑓𝑖ℎ2 

 

• 𝑖 = 1                                                 𝐵1𝑦1 + 𝐶1𝑦2 = 𝐷1, 
• 𝑖 = 2, ⋯ , 𝑛 − 2           𝐴𝑖𝑦𝑖−1 + 𝐵𝑖𝑦𝑖 + 𝐶𝑖𝑦𝑖+1 = 𝐷𝑖, 
• 𝑖 = 𝑛 − 1                      𝐴𝑛−2𝑦𝑛−2 + 𝐵𝑛−1𝑦𝑛−1 = 𝐷𝑛−1, 
 

• 𝑖 = 1                             𝐴1 = 0,   
• 𝑖 = 2, ⋯ , 𝑛 − 1            𝐴𝑖 = 2 − ℎ𝑝𝑖  
• 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛 − 1            𝐵𝑖 = 2𝑞𝑖ℎ2 − 4  

• 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛 − 2            𝐶𝑖 = 2 + ℎ𝑝𝑖  
• 𝑖 = 𝑛 − 1                  𝐶𝑛−1 = 0 

 

 



• 𝑖 = 1                                 𝐷1 = 2𝑓1ℎ2 − 𝑡0 2 − ℎ𝑝1  

• 𝑖 = 2, ⋯ , 𝑛 − 2               𝐷𝑖 = 2ℎ2𝑓𝑖  
• 𝑖 = 𝑛 − 1                     𝐷𝑛−1 = 2𝑓𝑛−1ℎ2 − 𝑡1 2 + ℎ𝑝𝑛−1  

 𝐵1 𝐶1 0 0 0 ⋯ 0𝐴2 𝐵2 𝐶2 0 0 ⋯ 00 𝐴3 𝐵3 𝐶3 0 ⋯ 0⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮0 0 0 ⋯ 𝐴𝑛−2 𝐵𝑛−2 𝐶𝑛−20 0 0 ⋯ 0 𝐴𝑛−1 𝐵𝑛−1

𝑦1𝑦2⋮⋮𝑦𝑛−1
= 𝐷1𝐷2⋮⋮𝐷𝑛−1

 

 

 



 

Síťová rovnice pro Black–Scholesovu rovnici 

 𝜕𝑓𝜕𝑡 + 𝑟𝑆 𝜕𝑓𝜕𝑆 + 12 𝜎2𝑆2 𝜕2𝑓𝜕𝑆2 = 𝑟𝑓 

 

 𝑓𝑖,𝑗 − 𝑓𝑖,𝑗−1𝑘 + 𝑟𝑖ℎ 𝑓𝑖+1,𝑗 − 𝑓𝑖−1,𝑗2ℎ    + 12 𝜎2ℎ2𝑖2 𝑓𝑖+1,𝑗 − 2𝑓𝑖,𝑗 + 𝑓𝑖−1,𝑗ℎ2 = 𝑟𝑓𝑖,𝑗  

 𝒇𝒊,𝒋−𝟏 = 𝒂𝒊𝒇𝒊−𝟏,𝒋 + 𝒃𝒊𝒇𝒊,𝒋 + 𝒄𝒊𝒇𝒊+𝟏,𝒋   
 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑚 − 1,  𝑗 = 𝑛 − 1, 𝑛 − 2, ⋯ , 1,0 𝑎𝑖 = 12 𝑘 𝜎2𝑖2 − 𝑟𝑖 ,  𝑏𝑖 = 1 − 𝑘 𝜎2𝑖2 + 𝑟ℎ2 ,  

 𝑐𝑖 = 12 𝑘 𝜎2𝑖2 + 𝑟𝑖  

 

 

 



Soustava síťových rovnic 

Pro každé 𝑗 = 𝑛 − 1, 𝑛 − 2, ⋯ , 1,0 řešíme soustavu m – 1 rovnic pro m – 1 
neznámých  

 

 𝑏1 𝑐1 0 0 0 ⋯𝑎2 𝑏2 𝑐2 0 0 ⋯⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮0 0 0 ⋯ 𝑎𝑚−1 𝑏𝑚−1
𝑓1𝑗𝑓2𝑗⋮𝑓𝑚−1,𝑗 = 𝑓1,𝑗−1 − 𝑎1𝑓0𝑗𝑓2,𝑗−1⋮𝑓𝑚−2,𝑗−1𝑓𝑚−1,𝑗+1 − 𝑐𝑚−1𝑓𝑚𝑗

 

 

FEMLAB 

  


