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1 Funkce a jejich vyuziti

1.1 Re3ené priklady

Priklad 1

Do jedné soustavy souradnic nacrtnéte grafy funkci
y=x%,y=05"(—x2),y=3+x%,y=—x2-2,y=(x+3)%y=3(x—4)>

Regeni

Naértneme graf funkce y = x2. Dali grafy jsou modifikaci tohoto grafu. Graf funkce y = 0,5 - (—x?2)
ziskame tak, 7e nejdFive vytvoFime graf funkce y = —x? (jedna se o pFeklopeni grafu funkce y = x2podle
osy x) a pak nasobime kazdou funkéni hodnotu takto ziskané funkce 0,5. Graf funkce y = 3 + x?2 ziskdme
tak, e graf funkce y = x? posuneme o 3 nahoru (podél osy y). Graf funkce y = —x? — 2 ziskdme z grafu
funkce y = —x? posunutim o 2 dolG (podél osy y). Graf funkce y = (x + 3)? ziskdme z grafu funkce y =
x? tak, 7e tento graf posuneme o 3 doleva (podél osy x). Graf funkce y = 3(x — 4)? ziskame tak, Ze graf
funkce y = x? posuneme o 2 doprava (podél osy x) — tim ziskdme graf funkce y = (x — 4)?, a pak
kazdou funkéni hodnotu funkce y = (x — 4)? nasobime tfemi — tedy dojde k protazeni grafu y = (x —)?
do vysky (podél osy y).

o A y=(x+3)°

y=3(x-4)

Priklad 2

Rozhodnéte, zda existuje inverzni funkce f =1 k funkci f. Své rozhodnuti zdiivodnéte. V pfipadé, ze dand
inverzni funkce existuje, naleznéte ji. Uvedte defini¢ni obor a obor hodnot obou funkci f i f 1.

a) fry=e*5+3
b) f:y = 5x%+ 7, jestlize defini¢ni obor Dy = R

Reseni
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Inverzni funkce existuje pouze k funkci prosté. Nejprve tedy musime rozhodnout, zda funkce, kterou
mdme v zadani, je prosta. Funkce je prosta, pokud pro xq,x, € Dy plati, Ze pro x; # x; jei f(x;) #

f(x2).
a) Funkce f:y = e*75 + 3 je prosta. Inverzni funkce k ni tedy existuje.
Df =R, Hf = (3,0)
Prohodime x a y a vyjadfime y
x=eY5+3
x—3=¢e¥®
In(x —3) = Ine¥™>
Inx—-3)=y-5
y=In(x—3)+5

Nasli jsme inverzni funkci f~1:y = In(x — 3) + 5. Pro ni plati De-1=(3,0)aHp-1 =R.

“ y=e""3 /
e

b) Funkce f:y = 5x2 + 7 s definiénim oborem Df = R neni prosta. NemGzeme k ni tedy najit

funkci inverzni.

Priklad 3

Vypocitejte limity

. X%+4x+3

a) lim ———
x--1 Xx°+1
. 1—cos2x
b) lim——

x—0 Xxsinx
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. Vx+6+4
¢ lim ——
x—-—-2 1-x
2
. x“—2x+5
d) lim 22>
x—+o00 2x3—x2+4
. V6+x—/6—X
e) lim——
x—-0 X
Regeni

a) Citatel upravime na zakladé

_ —4kV16-12 _ —4%2 _ {—1
12— 2 — 2 -3

Jmenovatel upravime s vyuzitim vzorce A% + B3 = (4 + B)(A? — AB + B?). Dostavame

xZ+4x+3 . (x+1)(x+3) . x+3 -143 2

lim

xo—1 x3+1  x5-1 (x+1D)(x%-x+1)  xo—1x2-x+1  1+1+1 3

2 2

b) Citatel upravime cos2x = cos?x — sin’x
1—cos2x . 1—(cos?x—sin?x) . 1-cos?x+sin?x
x—0 Xxsinx x—0 xsinx x—0 xsinx

Déle vyuZijeme vzorce cos?x + sin®x = 1 a dostaneme

. 1—cos2x . 1—(cos®x—sin?x) . 1—cos?x+sin®x . sin?x+sin®x . 2sin®x . 2sinx
llm+=llm+=llm+=llm+=hm - = lim
x—0 xsinx x—0 xsinx x=0 xsinx X—=0  Xxsinx X—0 XSinx  x-0 X

v , 1. Sinx L,
A protoZe plati lim ——= = 1, dostavame
x-0 X

. 1—cos2x . 1—(cos?x-sin?x) . 1-cos?x+sin?x . sin?x+sin?x . 2sin®x . 2sinx
11m+=llm+=llm+=llm_—=llm - = lim =
x—=0 xsinx x—0 xsinx x=0 xsinx x—0  xsinx X—=0 XSinx  x-0 X

2

c¢) Dosadime -2 a dostavame

. Jx+6+4 J-2+6+4 6
lim = =-=2
x—--2 1-x 1-(-2) 3

d) Pfilimité v nekonecnu délime Citatele i jmenovatele zlomku nejvyssi mocninou proménné ve

jmenovateli, zde tedy x3

1 2 5
lim x2-2x+5 lim ¥ 2 %3 _ 0-0+0
x—>+00 2X3=X2+4  xotoo 2——t—5  2—0+0
X X

e) Citatele i jmenovatele nadsobime sdruzenym vyrazem

lim V6+x—V6—x lim V6+x—/6—Xx . V6+x+V6—x
x—0 X - x—0 X V6+x+V6—x -

6+x—(6—x) . 2x

alcl—% x(V6+x+,/6-%) }cl_r,% x(Votx+6-x)

2 2 1 _

. 2 _ _ 2
chl_r}% (V6+x+.6-x) (V6+0+/6-0) 2V6 6

>|H

Pozn.: nékteré z Uloh se daji Fesit s vyuZzitim tzv. L'Hospitalova pravidla (latka v ramci 3. soustfedéni).
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Pfiklad 4

1-x2
x=2

Najdéte asymptoty grafu funkce y =
Regeni:

Svislou asymptotu hledame v bodé 2 — zjistujeme, zda v tomto bodé ma funkce limitu zleva nebo zprava
+ 00 nebo —co:

2

. 1-x - . 'y
lim = ||—=|| = —oo (jmenovatel bude kladné ¢islo
2+ x=2 ot
X— -
. 1-x? -3 . . -y
lngl — = 5=l = +oo (jmenovatel bude zaporné Cislo)
X2~ -

Cili existuje svisla asymptota, kterd ma rovnici x = 2.
Vodorovna/sikma asymptota — tu hleddme v podobé y = kx + g, kde

k = lim Z&2

g = lim (f(x) - kx)

V nasem pfipadé tedy

1 1-x2 1—x2 -1 0-1
. _ . -X . -X . X2 -

k = lim %2 = lim = lim 5—=lim*~5=—= -1
x>0 X x—»oox(x—Z) xX—00 X°“—=2X X— 00 1—; 1-0

—x2 2 _ _ i _
q= lim(1 ad —(—1)x)= lim (Lx(xz))= lim =2 = limx—§=u=—2

x—o00 \ X—2 X—00 x—2 x—00 X—2 X—00 1_; 1—
Analogicky fesime pro x - —oo, vyjde k = —1,q = —2.
Dosadime zpét do rovnice y = kx + q a dostdvame Sikmou asymptotu o rovniciy = —x — 2.

Priklad 5

PFi vyzkumu acinnosti ochrannych prostfedk(l na mnozstvi Urody jablek (vZdy ze sadu o velikosti 1
hektar) byly zjistény nasledujici Udaje: NepoufZije-li se zadny ochranny prostiedek, dosdhne mnozstvi
sklizenych jablek hodnoty 6 tun. V ptipadé poufZiti 70 kg ochrannych prostfedk( bude uroda 7,9 tun. Pfi
pouziti 120 kg prostiedk( bude Uroda 9,1 tun. Navrhnéte funkci, ktera by vyjadfovala zavislost Grody y
(tun/ha) na poctu x kg ochrannych prostifedkd.

Redent:
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¥ (v tundich)

0 50 100 150

x(vkg)

MdZeme napF. poditat s tim, Ze se jedna o kvadratickou funkci - ta je déna pfedpisem y = ax? + bx + c.
Vytvorime soustavu tfi rovnic o tfech neznamych tak, Zze do obecného tvaru rovnice dosadime
souradnice bodu, kterymi ma graf funkce prochazet:

6=0a+0b+c

7,9 =70%a+70b + ¢

9,1 =120%a + 120b + ¢

Z prvni rovnice dostaneme, Ze ¢ = 6, a to dosadime do zbyvajicich dvou rovnic.
1,9 = 4900a + 70b

3,1 =14400a + 120b

Po Upravé dostaneme z prvni rovnice

_1,9-70b
T 4900

A dosazenim do druhé rovnice

1,9-70b

2900 +120b

3,1 = 14400

31= 144% +120b

3,1-49 = 144(1,9 — 70b) + 120-49b
151,9 = 273,6 — 10080b + 5880b
—121,7 = —4200b

b =0,02898
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_19-70b _ 1,9-70-0,02898
4900 4900

Hledana funkce jey = —0,00002624x2% + 0,02898x + 6

= —0,00002624

MuUzZeme si ovérit spravnost nasich vypoctl tak, Ze do nalezené rovnice dosadime body ze zadani:
[0; 6] y = —0,00002624 - 0% + 0,02898-0+ 6 = 6

[70;7,9] y = —0,00002624 - 70? + 0,02898 - 70 + 6 = 7,900024

[120;9,1] y = —0,00002624 - 1202 + 0,02898 - 120 + 6 = 9,099744

1.2 Dalsi priklady k procviceni

1.2.1 Zadani
Priklad 1

Do jedné soustavy souradnic nacrtnéte grafy funkci
y=vx,y=vx+3,y=Vvx—2,y=—Vx—-2,y=—Vx -2,y =2J/—x
Priklad 2

Rozhodnéte, zda existuje inverzni funkce £~ k funkci f:y = 3 + 2x2, jestlize definiéni obor Df =
(—0; 0). Své rozhodnuti zdlvodnéte. V ptipadé, Ze dand inverzni funkce existuje, naleznéte ji. Uvedte
definiéni obor a obor hodnot obou funkci f i f 1.

Priklad 3

Vypocitejte limity:

.. 6x+8
a) lim
x—8 4+x3

i 7x347x%-2
X—400 7x5+3x2—x+14

. X
¢ lim———
) x—0V1+5x—-1

b)

Priklad 4

Najdéte asymptoty grafu funkce

_ x?%41
a) y= x+3

4
b) y—6X+xT2

Priklad 5

Firma COMPANY se rozhoduje mezi dvéma variantami usporadani vyrobni linky. Varianta 1 znamena
rocni fixni naklady ve vysi 125 000 K¢ a variabilni naklady 41 K¢ na jednotku vyrobeného zboZi. U varianty
2 jsou rocni fixni naklady ve vysi 221 750 K¢ a variabilni naklady na jednotku produkce 26 K¢. Urcete, pro
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jaké mnoizstvi vyrobenych jednotek za rok je z hlediska naklad(i vyhodnéjsi varianta 1, a pro jaké
mnozstvi je vyhodnéjsi varianta 2 (vyreste graficky a také vyjadrete v podobé interval(l). Uvedte rovnéz i
to, pfi jakém mnozZstvi jsou varianty stejné vyhodné?

1.2.2  Vysledky
Priklad 1

Priklad 2

=
e //
e
v !
‘V\
AN
-
S ]
y=—V%-2
:
5 0 5

f_l:y = — ’%x_%, Df—l = (3100) aHf_1 = (—OO’ 0)

Priklad 3

a) —
b) 1

2

C) E
Priklad 4

a) x=-3,y=x-3
b) x=2,y=6x

Pfiklad 5

Mnozstvi vyrobenych jednotek za rok (interval)

Varianta 1 je vyhodnéjsi pro

(0; 6450)
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Varianta 2 je vyhodnéjsi pro (6450; )

Varianty jsou stejné vyhodné pro 6450 vyrobenych jednotek za rok.

¥=125000 pm/

2e+05 dg+05 Se+05

2e+05

1e+05

Oe+00

0 2000 4000 6000 8000 10000
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2 Posloupnosti a jejich vyuziti

2.1 Resené pfiklady
Priklad 1

Vypocditejte limity

. 4n-n®
a) lim —;
n-oo 2N°>+3
2n-3n
b) lim
) n—oo 4M+51
c) lim (,/n(n +3)— n)
n—-oo
C pe\NH2
d) lim (—)
n—oo \n+3
Redeni
a) délime Citatele i jmenovatele zlomku nejvy$si mocninou proménné ze jmenovatele — v nasem
pripadé n3
. 4n-nS . :_z_nz -
lim —— = lim —=—=—
n-oo 2n°+3 n-oo 2+n_3 2

Nebo vyskrtame tak, aby zlstaly v Citateli i ve jmenovateli jen nejvy$si mocniny

5 5

. ian—-n . -n . -n
lim =lim —=lim—=—w
n-oo 2n3+3 n-oo 2n3 n-oo 2
2™ 3N
. 2n-3m . _mmem_ 0-0
b) lim 2> = lim &= =22_

oo 4M™+5M o 2
n- n=0 Gton

c) Ndasobime sdruzenym vyrazem

im |4/ =1 N (Vn(n+3)+”) _ . on(m+3)-n? .. n?+3n-n?
Tlll—l;rolo( nn+3)— n) = Tlll_rgo ( nn+3) — n)( _n(n+3)+n) = %1_{20 N 1111—{?0 ek

3n
3n - 3 3
lim ——— = lim L = lim = lim = lim ——=lim==
n—ow Vn?+3n+n  n-ow yn’+3n.n n-oo nf+3n . nooe 1.3, nowVIH0+l noc2 2
n n n2 n

o n
d) ReSime s vyuzitim lim (1 + %) = e*. Pfevedeme do odpovidajiciho tvaru s vyuZzitim

n—-oo

substitucem =n+ 3.

- m
. n—2\n+2 . m—5\Mm—1 . _s\m-1 . (1+_—5)m lim (1+§5) e—5 _c
lim (—) = lim (—) = lim (1 +—) = lim ’_”5 T === T = =€
n—co \n+3 m-oo \ m m-—0o m Mmoo (1122) lim (1+422) 140
m m-—o0 m

Priklad 2
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Rozhodnéte, zda je fada geometricka (dokazte vypoctem pro vSechna n)

Y 7m 34071

Reseni

Zjistujeme, zda je podil kazdych dvou sousednich ¢lend konstantni — tj. je nezavisly na n.

Apyq 771347 771347
an 7n.3.4n—1 711.3.411.4—1

=28

Rada je geometricka.
Priklad 3

Uvazujme, Ze rocni vyroba v urcité firmé dosahuje hodnoty 2320000 K¢. Jestlize je planované rocni
zvyseni vyroby 3%, urcete, jaké hodnoty bude dosahovat roc¢ni vyroba firmy za 4 roky.

Regeni
Oznacme pocatecni hodnotu hy. Potom zvétseni hodnoty o p% mlzeme vyjadrit jako

hy = ho + ho = ho (1+ L)

A pokud se zvétsi hodnota h; opét o p%, mame

hy=h + b =h (1+2) =no (14 2)(1+ L)

A tedy

hy = ho (1 +%)2

Za n obdobi pak mame hodnotu

_ 2\"
hn = ho (1 + 100)
Cili v nagem pfipadé
3 \* y
hn = 2320000 (1+—) = 2611180 (K¢)
Priklad 4

Pti slozeném Uroceni s ro¢ni Urokovou mirou 5% (uz po zdanéni) se vloZzena suma zdvojndasobi za zhruba
kolik let? Uvazujeme rocni pfipisovani urokd.

Regeni
Oznacme si:
Kn... budouci hodnota kapitalu

Ko... soucasna hodnota kapitalu
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i... ro€ni Urokova sazba (sazba p.a.)

n... pocet urokovych obdobi, po které byl kapital ulozen
Potom na zakladé K,, = K,(1 + i)™ dostdvame

2Ky = Kp(L+ D)™

2=+

2=(1+0,05"

2 =1,05"

In2 = In1,05™

In2 =n-1In1,05

_ In2
~ In1,05

= 14,2 (let)

2.2 Dalsi priklady k procviceni
2.2.1 Zadani
Priklad 1

Vypocditejte limity

. 5n%+3n-10
a) lim

n-oo 4n2+2n+50

. n—-e\nt3
b) lim (—)

n—-oo \n+4

5n—n®

C
) n—-oo 2n3+4

d) lim(Vn?+2—+3n+2)

n—-oo

e) lim(Vn+5—-+n)
n—-oo

f) lim n3+yn+5
n—oo V3n2-2

g) lim(Vn2—-8n+5-n)
n—oo

h) lim (2n3 — 7n + 22)
n—oo

Priklad 2

n [o0]

) je geometricka (dokaZzte vypoctem pro vSechna n), a pokud ano,
n=1

Zjistéte, zda posloupnost ( 2

3n+1

urcete prvni ¢len a kvocient.
Priklad 3

PFi jaké urokové sazbé se zdvojnasobi uloZeny kapital za 5 let pfi ro¢nim pripisovani Uroka?
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2.2.2  Vysledky

Priklad 1
a) ;
b) e~ 10
c) —oo
d) o
e) O
f)
g) —4
h) o
Priklad 2

Je geometrickd, g = g, a = %
Priklad 3

Pfi roCni Urokové sazbé 14,87%.
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