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isTEssTvo 8K6

Operatni program Vyzkum, vjvoj a vzdélavani

1 Vektorovy a maticovy pocet

1.1 Re3ené priklady
Priklad 1

Urlete hodnotu t tak, aby vektory 1 a ¥ byly navzéjem kolmé.

a) u(t,4,—-1)av(1,-t,13)
b) u(7,7,2t) av(t, t,—7)
c) u(1,2—-t,6)av(-t51+1t)

Redeni
Vektory jsou kolmé, pokud skaldrni soucin je roven 0.

a) Regime rovnici

t—4t—13 =0
-3t =13
(=13

3

b) Resime rovnici
7t+7t—14t =0
0=0
Nekonecné mnoho feseniprot € R.
c) Regime rovnici
t+52—t)+6(1+)=0
—t+10—-5t+6+6t=0

16 #0
Nema feseni.

Priklad 2

Vypocitejte sou¢inyC = A-BaD = B - A4, jestlize
31

a=(o 4)o-( 9
4 7

Redeni

Soucin matic je definovany, pokud pocet sloupct v prvni matici je stejny jako pocet fadkl ve druhé
matici. Souc¢in ma tolik fadkd jako prvni matice, a tolik sloupct jako druhd matice.

3 1 1 0 GDCELY)  (3,1)(0,2) —341 042 -2 2
C= <o 4) : (_1 2) = 04)(=1,1) (0,4)(0,2) |= ( 0+4 0+8 ) = ( 4 8 )
4 7 47)(=1,1) (4,7)(0,2) —4+7 0+14 3 14
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D = B - A neni definovan

Priklad 3

1 1 1
Naleznéte inverzni matici k matici 4 = ( 6 5 4)

13 10 8
Redeni
1 1 111 0 O
6 5 40 1 0
13 10 810 0 1

Od druhého radku odecteme Sestindsobek prvniho fadku. Zaroven od tfetiho radku odecteme
tfinactinasobek prvniho radku.

1 1 111 00
<0—1—2—610)

0 -3 —-51-13 0 1

Od tretiho fadku odecteme trojnasobek druhého radku.

1 1 1|1 0 O
0 -1 -21-6 1 O

0o o 1I5 -3 1

K prvnimu radku pficteme druhy radek. A druhy radek vynasobime -1.

1 0 -1-5 1 O
01 2(6 -1 0

0 0 115 -3 1

K prvnimu radku pficteme tieti fadek. Zaroven od druhého radku odecéteme dvojnasobek tietiho radku.

1 0 00 -2 1
0 1 0f-4 5 =2

0 0 115 -3 1

Vlevo mame jednotkovou matici. Nasli jsme inverzni matici k matici A v podobé

0 -2 1
Al = (—4 5 —2>
5 -3 1

1.2 Dalsi priklady k procviceni

1.2.1 Zadani
Priklad 1

Vypoctéte souCinyC = A-BaD = B - A, jestlize:

2 1 3 ;i
A=<012>,B=31
0 1

1 2 1

R NO
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Pfiklad 2

1 0 0
Naleznéte inverzni matici k matici A = (—5 —4 —1)
3 5 1

1.2.2  Vysledky
Priklad 1

C neni definovan

3 5 8

_| 4 3 8

b= 8 8 13

1 3 3
Priklad 2

1 0 0
A= 2 1 1
-13 -5 —4
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2 ResSenisoustav linedrnich rovnic

2.1 Resené pfiklady
Priklad 1

Gaussovou metodou feste soustavu linearnich rovnic:

a) a—2b+c=0
2a—3b+2c=1
5a—9b+5c=1

b) 2a+3b—4c=4
a+4b+c=1
—3a—-22b+2c=1

c) a+b—-3c=3
3a+3b+4c=6
4a+4b+7c =5

Redeni

a) Zadani napiSeme ve tvaru rozsitené matice soustavy

1 -2 1|0
<2 -3 2 1>
5 -9 51

Prvni fadek nijak neménime. Od druhého rfadku odecteme dvojnasobek fadku prvniho.

1 -2 1|0
<O 1 0 1>
5 -9 51

Dale od tfetiho fadku odecteme pétindsobek prvniho fadku.

1 -2 1|0
0 1 o0f1
0 1 o1

Dostali jsme situaci, kdy dva radky jsou shodné. Odecteme je od sebe.

1 -2 1|0
<O 1 0 1)
0

0 0 O
Vidime, Ze soustava ma nekoneéné mnoho feSeni - hodnost matice soustavy (h = 2) je shodna
s hodnosti rozsifené matice soustavy (h, = 2), a je nizsi nez pocet nezndmych (n = 3). Volime
jednu (n — h) neznamou jako parametr.

Z druhého radku matice dostavame b = 1.V prvnim fadku mame a — 2b + ¢ = 0. Po dosazeni b =
1 dostdvéame a —2+c=0,atedya =2 —c.
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Zvolime ¢ = t,t € R. Tim dostavame nekonecné mnoho reseni ve tvaru
a=2—-t,b=1,c=t, kdet jelibovolné readlné Cislo.

b) Zadani napiSeme ve tvaru rozsitené matice soustavy

2 3 —4)4
1 4 111
-3 =22 211

Prohodime prvni a druhy radek

1 4 11
2 3 4|4
-3 =22 211

Od druhého fadku odecteme dvojnasobek prvniho radku

1 4 111
<O =5 —62)
1

-3 =22 2
Ke tfetimu radku pri¢teme trojndsobek prvniho radku

1 4 11
<0 -5 -6 2)
4

0 —-10 5
Od tfetiho fadku odecteme dvojnasobek druhého radku

1 4 11
<0 -5 -6 2)
0

o o0 17
Vidime, Ze soustava ma pravé jedno feseni, protoze h = h, =n = 3.

Ze tretiho radku dostavame 17c¢ = 0 a tedy ¢ = 0. Ve druhém radku mame rovnici —=5b — 6¢ = 2. Po

dosazeni ¢ = 0 dostdvdame —5b — 0 = 2, tedy b = —%. V prvnim fadku mame a 4+ 4b + ¢ = 1. Ztoho

a:1—4b—c.Dosad|'meb=—§ac=OadopoE|'témea=1—4(—5)—0=

5

—_ v 13 2
Nasli jsme tedy rfeSeni ve tvaru a = = b= —oC= 0.

¢) Zadani napiSeme ve tvaru rozsitené matice soustavy

1 1 3|3
<3 3 4 6)
5

4 4 7
Od druhého rfadku odecteme trojndsobek prvniho fadku
1 1 -3|3
0 0 13|-3
5

4 4 7
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Od tfetiho radku odecteme ctyfnasobek prvniho radku

1 1 -3|3
0 0 13|-3
-7

0 0 19
Treti fadek ndsobime tfinacti, a odeéteme od néj druhy rddek ndsobeny devatendcti

1 1 -3| 3
0 0 13]-3
—34

0 0 O
Vidime, Ze soustava nema feseni, protoze h < h,..

Pfiklad 2

Firma vyrdbi tfi druhy vyrobkd. Jeden kus vyrobku prvniho druhu se prodava za 25 K¢, druhého za 8 K¢ a
tfetiho za 18 K¢. Naklady na vyrobu jednoho kusu vyrobku prvniho druhu jsou 10 K¢, druhého druhu 3 K¢
a tfetiho druhu 7 K¢. V daném obdobi byly zaznamenany ptijmy z prodeje téchto vyrobkl v celkové vysi
1 572 000 K¢, naklady na vyrobu prodaného poctu vyrobk( pak 615 000 K¢. Pficemz celkem se prodalo
99 000 kusl vyrobkud. Pomoci Gaussovy eliminaéni metody urcete, kolik kusl jednotlivych druhl vyrobkd
firma prodala.

Redeni

Definujeme si jednotlivé nezndmé

x...pocet prodanych kusd prvniho vyrobku

y...pocet prodanych kusd druhého vyrobku

z...pocet prodanych kus( tfetiho vyrobku

Pro pocet vyrobenych kusl mame rovnici: x + y + z = 99000
Pro pfijmy plati: 25x + 8y + 18z = 1572000

Pro nédklady plati: 10x + 3y + 7z = 615000

Z této soustavy linearnich rovnic sestavime rozsifenou matici soustavy

1 1 1] 99000
25 8 18(1572000
10 3 71615000

Prvni fadek nijak neménime. Od druhého fadku odecteme prvni fadek ndsobeny dvacetipéti.

1 1 1] 99000
0 -17 -=7[-903000
10 3 7 1 615000

Od tfetiho radku odecteme desetindsobek radku prvniho.
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1 1 1] 99000
0 —-17 -7|-903000
0 -7 —=31-375000

Treti fadek ndsobime sedmndcti a pficteme k nému druhy radek nasobeny minus sedmi.

1 1 1] 99000
0 -17 —=7|-903000
0 o0 21 54000

Vidime, Ze soustava ma praveé jedno reseni.
Ze tretiho radku dostavame

2z = 54000

z = 27000

Druhy radek predstavuje rovnici

—17y — 7z = —903000

Z té mGzZeme vypocitat y jako

_ —903000+7z
- -17

y = —90300_0:;7'27000 = 42000

Z prvniho fadku matice dostavame
x+y+2z=99000

x=99000—y—z

x =99000 — 42000 — 27000 = 30000

Zjistili jsme, Ze firma prodala 30 000 kus( prvniho vyrobku, 42 000 kus( druhého vyrobku a 27 000 kusu
tfetiho vyrobku.

2.2 Dalsi priklady k procviceni

2.2.1 Zadani
Priklad 1

Vyreste soustavu linedrnich rovnic Gaussovou metodou:

a) xXp+x;—x3=1
xl_xZ+X3=_1
_X1+xZ+X3=O

b) 2x1+3x2—x3=1

x1_2x2+3x3=2
4x1—x2+5x3=3

Rozvoj vzdélavaci a dalsich ¢innosti a podpora kvality na VSE v Praze, r. & €Z.02.2.69/0.0/0.0/16_015/0002342 Strana 7z 12



RN EVROPSKAUNE
L [ 3"
Priklad 2
Provedte diskuzi poctu feSeni soustavy linearnich rovnic v zavislosti na parametrech a a §3:
x+2y+3z=0
x+y—2z=0

2x+3y+az=p

2.2.2  Vysledky
Priklad 1

X . 1 1
a) Re3enim soustavy je vektor X (0,5, — 5).
b) Soustava nema reseni
Priklad 2
Soustava ma nekonecné mnoho feSeniproa = 1AL = 0.

Soustava ma pravé jedno feSeniproa # 1A S € R.

Soustava nema feSeniproa =1A S # 0.
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3 Aplikace linearni algebry a geometrie

3.1 Reené piiklady
Priklad 1

Vyreste graficky nasledujici Ulohu: UvaZujte vyrobu dvou druh( vyrobkl — alfa a beta. X oznacuje
mnozstvi vyrobenych vyrobk( alfa a Y oznacuje mnozZstvi vyrobenych vyrobk( beta (obé mnoZstvi jsou
vyjadrena v kilogramech, pficemz se nemusi vyrabét vidy celé kilogramy — je tedy mozné vyrabét
napfiklad i hodnoty 0,75 kg, 3,6 kg, apod.). Jestlize vite, Ze funkce zisku je Z = 3X + 2Y, rozhodnéte, pfi
jakych hodnotach X a Y bude dosaZzeno maximalniho zisku s ohledem na nasledujici vyrobni omezeni:

4X+3Y =6
2X+Y <4
Y <3
X=0
Y=0
Reseni

Nejprve si vymezime prostor pfipustnych feseni — tedy takovych reseni, ktera ndm spliuji uvedené
podminky. Zacneme tim, Ze si nacrtneme kfivky

4X + 3Y = 6 (pfimka, ktera prochazi naptiklad body [0; 2], [1,5; 0])

2X + Y = 4 (pfimka, kterd prochazi napfiklad body [0; 4], [2; 0])

Y =3
X=0
Y=0

Po dosazeni urcéime, kterd polorovina nam u které nerovnice splfiuje uvedenou nerovnost. Tim
dostaneme prostor pfipustnych feseni, ktery je na obrazku ohranic¢en ¢ervenou barvou (v tomto prostoru
jsou splnéna vSechna omezeni).

Po dosazeni prisecikl vyse uvedenych kfivek do funkce zisku Z = 3X + 2Y zjistime, kterd kombinace
mnozstvi vyrobenych vyrobk( alfa a beta pfinasi nejvyssi zisk.

Souradnice bodu | Zisk
[1,5; 0] 4,5

[2; 0] 6

[0; 2] 4

[0; 3] 6
[0,5; 3] 7,5

Z tabulky vidime, Ze nejvyssi zisk prinasi vyroba 0,5kg vyrobku alfa a 3kg vyrobky beta.
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© - 2x+y=4 x=0
~ o 4x+3y=\6\
[0:3] [0,5:3] y=3
oo [0;:2]
>
y=0
o
[.50] 12.0]
o
T T T T
2 0 2 4 6

3.2 Dalsi priklady k procviceni

3.2.1 Zadani
Priklad 1

Firma vyrdbi dva druhy vyrobkl (Gama a Delta) a za jeden den je schopna vyrobit celkem maximalné 24
kusU. Vzhledem k jiz uskute¢nénym objednavkam je nutné, aby firma vyrobila denné alespori 6 vyrobkd
Gama. Ve firmé prochdzi oba druhy vyrobk( kontrolou a naslednym balenim, pficemzZ obé tyto operace
dohromady trvaji u vyrobku Gama jednu hodinu, u vyrobku Delta pul hodiny, a pracovnik provadéjici
kontrolu je k dispozici 16 hodin denné. JestliZe je firma schopna prodat jeden kus vyrobku Gama za
1500K¢ a jeden kus vyrobku Delta za 2000 K¢, kolik kust jednotlivych druha vyrobk( by méla firma denné
vyrobit, pokud chce maximalizovat denni zisk? Vyreste také graficky.

3.2.2  Vysledky
Priklad 1

X...pocet ks vyrobkd Gama (x = 6)
y...pocet ks vyrobkl Delta (y = 18)
zisk Z = 45000 (K¢&)
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x=0
=6
x+0,5y=16
f=a|
S8
~
\
x+y=24
™~
& 1 ~
[6:18
=
o 4
y=0
° G
T
0 30
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